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 Представлений «Збірник тестових завдань з вищої 
математики. Модуль 2» у сукупності з виданими навчальними 
посібниками «Вища математика. Модуль 1» (авт. – Л. 
Б. Коваленко, С. О. Станішевський) – Харків : ХНАМГ, 2015; 
«Вища математика. Модуль 2» (авт. – Л. Б. Коваленко) – Х.: 
ХНАМГ, 2017; «Збірник тестових завдань з вищої математики. 
Модуль 1» (авт. – Л.Б. Коваленко, С.О. Станішевський) – Харків 
: ХНАМГ, 2015, утворюють навчально-методичний  комплекс з 
курсу «Вища математика» для студентів 1 курсу освітнього 
рівня «бакалавр» спеціальності 192 – Будівництво та цивільна 
інженерія. 
 Збірник містить 5 розділів, в кожному з яких за темами 
представлено задачі в 30 варіантах. Саме така кількість варіантів 
обрана з огляду на те, що наповненість навчальних груп, 
зазвичай, не перебільшує 30 осіб. Викладач має можливість 
запропонувати ці завдання як контрольні або самостійні 
наприкінці кожної з тем для контролю рівня засвоювання 
вивченого матеріалу. Автори навмисно відійшли від поширеної 
зараз практики, коли читачеві відразу пропонують варіанти 
відповідей, одна з яких – правильна. На наш погляд, це звужує 
саме поняття тесту («test» – перевірка, випробування), зводячи 
його до спроби «вгадати» правильну відповідь. Саме тому у 
процесі підготовки тестових завдань автори віддали перевагу 
відкритій формі, коли тестуємий сам отримує правильну 
відповідь у вигляді довільного числа (або виразу), що допускає, 
зокрема, й комп’ютерне тестування. 
 На початку кожного розділу приведено приклад 
розв’язання типового варіанту з посиланням на формули, 
розділи, сторінки навчального посібника «Вища математика. 
Модуль 2». 
 Автори сподіваються, що запропонований «Збірник 
тестових завдань з вищої математики. Модуль 2» дасть змогу 
підвищити якість навчання та рівень освіти, та стане до нагоди 
як студентам, так і викладачам. 
  




Тема 10 «Комплексні числа» 
Тема присвячена комплексним числам. Запропоновані 
завдання дадуть змогу читачеві познайомитися з різними 
формами запису комплексних чисел, алгебраїчними діями над 
ними. За відповідним теоретичним матеріалом звертайтеся до 
розділу 7 посібника «Вища математика. Модуль 2». 
 
Приклади розв’язання типового варіанту 
1. Побудувати комплексне число ݖ = −6 + 8݅, знайти 
модуль та аргумент. Записати його в тригонометричній 
та показниковій формах. Знайти комплексне спряжене 
до нього число. 
Розв’язання. Побудуємо 
комплексне число (рис. 1). 
Його дійсна частина ܽ = −6, 
а уявна ܾ = 8. Відрізки 
довжиною −6 та 8 
відкладаємо на осях абсцис 





Модуль обчислимо за формулою 
|ݖ| = ݎ = √ܽଶ + ܾଶ = ඥ(−6)ଶ + 8ଶ = √36 + 64 = 10. 
Знайдемо аргумент за формулою: 






ቁ = arctg ቀ−
ସ
ଷ




Тригонометрична форма комплексного числа (за 
формулою (7.6)) має вигляд: 










= 10ቀcos ቀߨ − arctg
ସ
ଷ
ቁ + ݅ sin ቀߨ − arctg
ସ
ଷ








а показникова (за формулою (7.12)) відповідно: 




 За визначенням 7.10 комплексно спряжене число має ту 
саму дійсну частину, а уявну таку саму за величиною, але 
оберненого знаку: ݖ̅ = −6 − 8݅. 
2. Знайти суму, різницю, добуток та частку комплексних 
чисел ݖଵ = 3 − 5݅ i ݖଶ = 4 + 6݅ та обчислити модулі 
отриманих чисел. 
Розв’язання. Суму знайдемо за формулою (7.2): 
ݖଵ + ݖଶ = (ܽଵ + ܽଶ) + (ܾଵ + ܾଶ)݅ = (3 + 4) + (−5 + 6)݅ = 7 + ݅; 
|ݖଵ + ݖଶ| = √7ଶ + 1ଶ = √50 = 5√2; 
різницю – за формулою (7.3): 
ݖଵ − ݖଶ = ݖଵ + (−ݖଶ) =  
= (ܽଵ − ܽଶ) + (ܾଵ − ܾଶ)݅ = (3 − 4) + (−5 − 6)݅ = −1 − 11݅; 
|ݖଵ − ݖଶ| = ඥ(−1)ଶ + (−11)ଶ = √122; 
добуток – за формулою (7.4): 
ݖଵ ∙ ݖଶ = (ܽଵ + ܾ݅ଵ	)(ܽଶ + ܾ݅ଶ) =  
           = (ܽଵܽଶ − ܾଵܾଶ) + (ܽଵܾଶ + ܽଶܾଵ)݅ =  
            = (3 ∙ 4 − (−5) ∙ 6) + ൫3 ∙ 6 + 4 ∙ (−5)൯݅ = 42 − 2݅; 
|ݖଵ ∙ ݖଶ| = ඥ42ଶ + (−2)ଶ = √1764 = 2√442; 











మ ݅ =  








































3. Обчислити ൫5 + 5√3݅൯
ସ
. 
Розв’язання. Представимо комплексне число у 
тригонометричній формі: 
ݎ = |ݖ| = ට5ଶ + ൫5√3൯
ଶ
= 10; 







запишемо комплексне число як 







Обчислимо четвертий степінь заданого комплексного числа за 
формулою Муара (7.16): 
൫5 + 5√3݅൯
ସ
= 10ସ ቀcos ቀ
ସ∙గ
ଷ
ቁ + ݅ sin ቀ
ସ∙గ
ଷ
ቁቁ =  
= 10000 ቀcos ቀߨ +
గ
ଷ
ቁ + ݅ sin ቀߨ +
గ
ଷ



















݅ቁ =  
= −5000൫1 + √3݅൯. 
 
4. Знайти корені рівняння ݖ଺ + 262144 = 0.  
 Розв’язання:	 ݖ଺ = −262144 або ݖ = √−262144ల . 
Представимо число −262144 в тригонометричній формі. Для 
цього обчислимо модуль та аргумент числа −262144: 
ݎ = |ݖ| = ඥ(−262144)ଶ + 0ଶ = 262144; 
ܣݎ݃ݖ = ߮ = arctg ቀ
଴
ିଶ଺ଶଵସସ
ቁ = arctg 0 = ߨ; 
отже  
−262144 = 262144(cosߨ + ݅ sinߨ). 
Скористаємося формулою (7.17): 






ቁ , де  ݇ = 0,1,2,3,4,5. 




Підставляючи послідовно значення ݇ в отриманий вираз, 










































ቁ = −4√3 − 4݅ = −4൫√3 + ݅൯. 
  





1. Побудувати комплексне число ݖ = 3 + 4݅, знайти 
модуль та аргумент. Записати його в тригонометричній та 
показниковій формах. Знайти комплексне спряжене до нього 
число. 
2. Знайти суму, різницю, добуток та частку комплексних 
чисел ݖଵ = 4 − 3݅ i ݖଶ = 5 + 6݅ та обчислити модулі отриманих 
чисел. 
3. Обчислити (2 − 2݅)ସ. 
4. Знайти корені рівняння ݖ଺ + 64	 = 0. 
 
Завдання 10.2 
1. Побудувати комплексне число ݖ = 3 − 4݅, знайти 
модуль та аргумент. Записати його в тригонометричній та 
показниковій формах. Знайти комплексне спряжене до нього 
число. 
2. Знайти суму, різницю, добуток та частку комплексних 
чисел ݖଵ = 2 + ݅ i ݖଶ = 7 + 5݅ та обчислити модулі отриманих 
чисел. 
3. Обчислити ൫√3 − ݅൯
ଵ଴
. 
4. Знайти корені рівняння ݖସ + 	4 = 0. 
 
Завдання 10.3 
1. Побудувати комплексне число ݖ = −8 + 6݅, знайти 
модуль та аргумент. Записати його в тригонометричній та 
показниковій формах. Знайти комплексне спряжене до нього 
число. 
2. Знайти суму, різницю, добуток та частку комплексних 
чисел ݖଵ = 9 + ݅ i ݖଶ = 4 − 3݅ та обчислити модулі отриманих 
чисел. 
3. Обчислити ൫√5 − √15݅൯
ଵ଴
. 
4. Знайти корені рівняння ݖସ + 64	 = 0. 





1. Побудувати комплексне число ݖ = 12 + 5݅, знайти 
модуль та аргумент. Записати його в тригонометричній та 
показниковій формах. Знайти комплексне спряжене до нього 
число. 
2. Знайти суму, різницю, добуток та частку комплексних 
чисел ݖଵ = 7 − 8݅ i ݖଶ = 3 − 2݅ та обчислити модулі отриманих 
чисел. 
3. Обчислити (4 − 4݅)଺. 
4. Знайти корені рівняння ݖଶ + 144	 = 0. 
 
Завдання 10.5 
1. Побудувати комплексне число ݖ = 6 − 8݅, знайти 
модуль та аргумент. Записати його в тригонометричній та 
показниковій формах. Знайти комплексне спряжене до нього 
число. 
2. Знайти суму, різницю, добуток та частку комплексних 
чисел ݖଵ = 13 + 2݅ i ݖଶ = −5 − 7݅ та обчислити модулі 
отриманих чисел. 
3. Обчислити ൫5 − √75݅൯
ସ
. 
4. Знайти корені рівняння ݖ଺ + 	128 = 0. 
 
Завдання 10.6 
1. Побудувати комплексне число ݖ = −3 − ݅, знайти 
модуль та аргумент. Записати його в тригонометричній та 
показниковій формах. Знайти комплексне спряжене до нього 
число. 
2. Знайти суму, різницю, добуток та частку комплексних 
чисел ݖଵ = 14 + 5݅ i ݖଶ = 2− 7݅ та обчислити модулі отриманих 
чисел. 
3. Обчислити (5 + 5݅)଼. 
4. Знайти корені рівняння ݖସ + 	81 = 0. 





1. Побудувати комплексне число ݖ = 7 + ݅, знайти 
модуль та аргумент. Записати його в тригонометричній та 
показниковій формах. Знайти комплексне спряжене до нього 
число. 
2. Знайти суму, різницю, добуток та частку комплексних 
чисел ݖଵ = 6 − 3݅ i ݖଶ = 5 + 9݅ та обчислити модулі отриманих 
чисел. 
3. Обчислити (−3 + 3݅)ଵ଴. 
4. Знайти корені рівняння ݖ଺ + 729	 = 0. 
 
Завдання 10.8 
1. Побудувати комплексне число ݖ = 9 − ݅, знайти 
модуль та аргумент. Записати його в тригонометричній та 
показниковій формах. Знайти комплексне спряжене до нього 
число. 
2. Знайти суму, різницю, добуток та частку комплексних 
чисел ݖଵ = 13 + 5݅ i ݖଶ = 8+ 4݅ та обчислити модулі отриманих 
чисел. 
3. Обчислити ൫√21 − √7݅൯
ସ
. 
4. Знайти корені рівняння ݖ଺ + 15625	 = 0. 
 
Завдання 10.9 
1. Побудувати комплексне число ݖ = 12 − 5݅, знайти 
модуль та аргумент. Записати його в тригонометричній та 
показниковій формах. Знайти комплексне спряжене до нього 
число. 
2. Знайти суму, різницю, добуток та частку комплексних 
чисел ݖଵ = 3 − 8݅ i ݖଶ = 5 + 2݅ та обчислити модулі отриманих 
чисел. 
3. Обчислити (6 + 6݅)଼. 
4. Знайти корені рівняння ݖସ + 	2401 = 0. 





1. Побудувати комплексне число ݖ = −8 − 6݅, знайти 
модуль та аргумент. Записати його в тригонометричній та 
показниковій формах. Знайти комплексне спряжене до нього 
число. 
2. Знайти суму, різницю, добуток та частку комплексних 
чисел ݖଵ = 3 − 9݅ i ݖଶ = −5+ 3݅ та обчислити модулі 
отриманих чисел. 
3. Обчислити ൫√12 + 2݅൯
ଵଶ
. 
4. Знайти корені рівняння ݖସ + 1296	 = 0. 
 
Завдання 10.11 
1. Побудувати комплексне число ݖ = 7 − 3݅, знайти 
модуль та аргумент. Записати його в тригонометричній та 
показниковій формах. Знайти комплексне спряжене до нього 
число. 
2. Знайти суму, різницю, добуток та частку комплексних 
чисел ݖଵ = 15 + ݅ i ݖଶ = 2 − 9݅ та обчислити модулі отриманих 
чисел. 
3. Обчислити (݅ + 1)ଵସ. 
4. Знайти корені рівняння ݖସ + 16	 = 0. 
 
Завдання 10.12 
1. Побудувати комплексне число ݖ = −9 − 5݅, знайти 
модуль та аргумент. Записати його в тригонометричній та 
показниковій формах. Знайти комплексне спряжене до нього 
число. 
2. Знайти суму, різницю, добуток та частку комплексних 
чисел ݖଵ = 3 + 8݅ i ݖଶ = 7 − 2݅ та обчислити модулі отриманих 
чисел. 
3. Обчислити (9 + 9݅)ଶ. 
4. Знайти корені рівняння ݖସ + 625	 = 0. 





1. Побудувати комплексне число ݖ = 9 − 8݅, знайти 
модуль та аргумент. Записати його в тригонометричній та 
показниковій формах. Знайти комплексне спряжене до нього 
число. 
2. Знайти суму, різницю, добуток та частку комплексних 
чисел ݖଵ = 14 + 3݅ i ݖଶ = 2− 6݅ та обчислити модулі отриманих 
чисел. 
3. Обчислити ൫√3 − ݅൯
ଵ଴
. 
4. Знайти корені рівняння ݖସ + 6561	 = 0. 
 
Завдання 10.14 
1. Побудувати комплексне число ݖ = 7 + 4݅, знайти 
модуль та аргумент. Записати його в тригонометричній та 
показниковій формах. Знайти комплексне спряжене до нього 
число. 
2. Знайти суму, різницю, добуток та частку комплексних 
чисел ݖଵ = 5 + 2݅ i ݖଶ = −9− 11݅ та обчислити модулі 
отриманих чисел. 
3. Обчислити ൫√3 − 3݅൯
ଵ଴
. 
4. Знайти корені рівняння ݖସ + 	14641 = 0. 
 
Завдання 10.15 
1. Побудувати комплексне число ݖ = 7 − 9݅, знайти 
модуль та аргумент. Записати його в тригонометричній та 
показниковій формах. Знайти комплексне спряжене до нього 
число. 
2. Знайти суму, різницю, добуток та частку комплексних 
чисел ݖଵ = 13 + 6݅ i ݖଶ = 5+ ݅ та обчислити модулі отриманих 
чисел. 
3. Обчислити (4 + 4݅)ଵଶ. 
4. Знайти корені рівняння ݖ଼ + 390625	 = 0. 





1. Побудувати комплексне число ݖ = 4 + ݅, знайти 
модуль та аргумент. Записати його в тригонометричній та 
показниковій формах. Знайти комплексне спряжене до нього 
число. 
2. Знайти суму, різницю, добуток та частку комплексних 
чисел ݖଵ = 10 − 7݅ i ݖଶ = −2 + 5݅ та обчислити модулі 
отриманих чисел. 
3. Обчислити ൫1 − √3݅൯
ଵ଴
. 
4. Знайти корені рівняння ݖସ + 2401	 = 0. 
 
Завдання 10.17 
1. Побудувати комплексне число ݖ = −6 − 8݅, знайти 
модуль та аргумент. Записати його в тригонометричній та 
показниковій формах. Знайти комплексне спряжене до нього 
число. 
2. Знайти суму, різницю, добуток та частку комплексних 
чисел ݖଵ = 7 + 5݅ i ݖଶ = 8 + 3݅ та обчислити модулі отриманих 
чисел. 
3. Обчислити ൫9 − 3√3݅൯
ସ
. 
4. Знайти корені рівняння ݖସ + 625	 = 0. 
 
Завдання 10.18 
1. Побудувати комплексне число ݖ = −12 − 5݅, знайти 
модуль та аргумент. Записати його в тригонометричній та 
показниковій формах. Знайти комплексне спряжене до нього 
число. 
2. Знайти суму, різницю, добуток та частку комплексних 
чисел ݖଵ = 11 − 2݅ i ݖଶ = 3+ 8݅ та обчислити модулі отриманих 
чисел. 
3. Обчислити ൫3 + √3݅൯
ଵ଴
. 
4. Знайти корені рівняння ݖ଺ + 46656	 = 0. 





1. Побудувати комплексне число ݖ = 4 − 3݅, знайти 
модуль та аргумент. Записати його в тригонометричній та 
показниковій формах. Знайти комплексне спряжене до нього 
число. 
2. Знайти суму, різницю, добуток та частку комплексних 
чисел ݖଵ = 1 − 11݅ i ݖଶ = 2+ 9݅ та обчислити модулі отриманих 
чисел. 
3. Обчислити ൫√21 + √7݅൯
଺
. 
4. Знайти корені рівняння ݖସ + 4096	 = 0. 
 
Завдання 10.20 
1. Побудувати комплексне число ݖ = 5 + 7݅, знайти 
модуль та аргумент. Записати його в тригонометричній та 
показниковій формах. Знайти комплексне спряжене до нього 
число. 
2. Знайти суму, різницю, добуток та частку комплексних 
чисел ݖଵ = 3 + 2݅ i ݖଶ = −5− 12݅ та обчислити модулі 
отриманих чисел. 
3. Обчислити ൫√5 − √15݅൯
଼
. 
4. Знайти корені рівняння ݖସ + 6561	 = 0. 
 
Завдання 10.21 
1. Побудувати комплексне число ݖ = 8 − 7݅, знайти 
модуль та аргумент. Записати його в тригонометричній та 
показниковій формах. Знайти комплексне спряжене до нього 
число. 
2. Знайти суму, різницю, добуток та частку комплексних 
чисел ݖଵ = −1+ 15݅ i ݖଶ = 4 + 3݅ та обчислити модулі 
отриманих чисел. 
3. Обчислити ൫√24 + 2√2݅൯
଼
. 
4. Знайти корені рівняння ݖ଺ + 	1 = 0.  





1. Побудувати комплексне число ݖ = 3 − 12݅, знайти 
модуль та аргумент. Записати його в тригонометричній та 
показниковій формах. Знайти комплексне спряжене до нього 
число. 
2. Знайти суму, різницю, добуток та частку комплексних 
чисел ݖଵ = 5 + 2݅ i ݖଶ = 13 − 4݅ та обчислити модулі отриманих 
чисел. 
3. Обчислити ൫√18 + √6݅൯
ଵ଴
. 
4. Знайти корені рівняння ݖ଼ + 256	 = 0. 
 
Завдання 10.23 
1. Побудувати комплексне число ݖ = 14 − 3݅, знайти 
модуль та аргумент. Записати його в тригонометричній та 
показниковій формах. Знайти комплексне спряжене до нього 
число. 
2. Знайти суму, різницю, добуток та частку комплексних 
чисел ݖଵ = 5 + ݅ i ݖଶ = −2 − 7݅ та обчислити модулі отриманих 
чисел. 
3. Обчислити ൫8√3 − 8݅൯
ସ
. 
4. Знайти корені рівняння ݖ଺ + 	729 = 0. 
 
Завдання 10.24 
1. Побудувати комплексне число ݖ = 3 + 8݅, знайти 
модуль та аргумент. Записати його в тригонометричній та 
показниковій формах. Знайти комплексне спряжене до нього 
число. 
2. Знайти суму, різницю, добуток та частку комплексних 
чисел ݖଵ = 11 − 7݅ i ݖଶ = 7+ 5݅ та обчислити модулі отриманих 
чисел. 
3. Обчислити ൫√12 − 6݅൯
଺
. 
4. Знайти корені рівняння ݖସ + 28561	 = 0. 





1. Побудувати комплексне число ݖ = 9 + 5݅, знайти 
модуль та аргумент. Записати його в тригонометричній та 
показниковій формах. Знайти комплексне спряжене до нього 
число. 
2. Знайти суму, різницю, добуток та частку комплексних 
чисел ݖଵ = 7 − 8݅ i ݖଶ = 4 + 3݅ та обчислити модулі отриманих 
чисел. 
3. Обчислити ൫−4√3 + 4݅൯
଼
. 
4. Знайти корені рівняння ݖ଺ + 64	 = 0. 
 
Завдання 10.26 
1. Побудувати комплексне число ݖ = 13 − 4݅, знайти 
модуль та аргумент. Записати його в тригонометричній та 
показниковій формах. Знайти комплексне спряжене до нього 
число. 
2. Знайти суму, різницю, добуток та частку комплексних 
чисел ݖଵ = 6 + 7݅ i ݖଶ = 2 + 4݅ та обчислити модулі отриманих 
чисел. 
3. Обчислити ൫9 − 3√3݅൯
ଵ଴
. 
4. Знайти корені рівняння ݖସ + 	625 = 0. 
 
Завдання 10.27 
1. Побудувати комплексне число ݖ = 4 − 15݅, знайти 
модуль та аргумент. Записати його в тригонометричній та 
показниковій формах. Знайти комплексне спряжене до нього 
число. 
2. Знайти суму, різницю, добуток та частку комплексних 
чисел ݖଵ = 3 + 13݅ i ݖଶ = −2 − 7݅ та обчислити модулі 
отриманих чисел. 
3. Обчислити ൫3√3 + 9݅൯
଺
. 
4. Знайти корені рівняння ݖ଺ + 	64 = 0. 





1. Побудувати комплексне число ݖ = 4 + 7݅, знайти 
модуль та аргумент. Записати його в тригонометричній та 
показниковій формах. Знайти комплексне спряжене до нього 
число. 
2. Знайти суму, різницю, добуток та частку комплексних 
чисел ݖଵ = −8+ ݅ i ݖଶ = 12 + 5݅ та обчислити модулі 
отриманих чисел. 
3. Обчислити ൫−5 − 5√3݅൯
଺
. 
4. Знайти корені рівняння ݖସ + 16	 = 0. 
 
Завдання 10.29 
1. Побудувати комплексне число ݖ = 9 − 4݅, знайти 
модуль та аргумент. Записати його в тригонометричній та 
показниковій формах. Знайти комплексне спряжене до нього 
число. 
2. Знайти суму, різницю, добуток та частку комплексних 
чисел ݖଵ = 8 − 3݅ i ݖଶ = 6 − 4݅ та обчислити модулі отриманих 
чисел. 
3. Обчислити (−8 + 8݅)଼. 
4. Знайти корені рівняння ݖ଺ + 	64 = 0. 
 
Завдання 10.30 
1. Побудувати комплексне число ݖ = 10 − 2݅, знайти 
модуль та аргумент. Записати його в тригонометричній та 
показниковій формах. Знайти комплексне спряжене до нього 
число. 
2. Знайти суму, різницю, добуток та частку комплексних 
чисел ݖଵ = 3 + 7݅ i ݖଶ = 4 − 11݅ та обчислити модулі отриманих 
чисел. 
3. Обчислити (−9 − 9݅)଺. 
4. Знайти корені рівняння ݖସ + 	81 = 0. 
Збірник тестових завдань з вищої математики. Модуль 2 
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Тема 11 «Невизначений інтеграл» 
 
У цьому розділі ми ознайомимося з невизначеними 
інтегралами. Запропоновані завдання дадуть змогу читачеві 
засвоїти на практиці головні прийоми інтегрування, а саме: 
безпосереднє знаходження первісних за таблицею невизначених 
інтегралів, метод заміни змінної, інтегрування частинами…  
Зрозуміло, що найважливішим інструментом в 
розв’язанні цих задач є таблиця невизначених інтегралів та 
головні властивості невизначених інтегралів. Метод заміни 
змінної переконає нас в необхідності пам’ятати таблицю 
похідних. Для полегшення роботи над наступним завданням, 
радимо мати під рукою обидві ці таблиці (похідних та 
невизначених інтегралів). За відповідним теоретичним 
матеріалом звертайтеся до розділів 8.1 - 8.8 посібника «Вища 
математика. Модуль 2». 
 
Приклади розв’язання типового варіанта 
 







 Розв’язання: Маємо степеневу функцію. Для 
безпосереднього інтегрування спростимо підінтегральну 











ቁ ݀ݔ = 3∫ ݔସ݀ݔ +  















− ln|ݔ| + ܥ =  






ర − ln|ݔ| + ܥ. 
 
 2. ∫ ቀ
଺
√௫
− 5 sin ݔ + 4௫ቁ ݀ݔ. 
 Розв’язання. Інтеграли табличні. Щоб скористатися 
таблицею, за властивістю лінійності (8.2) і (8.3) розіб’ємо 
інтеграл на три: 






− 5 sin ݔ + 4௫ቁ ݀ݔ = 6∫
ௗ௫
√௫
− 5∫sin ݔ ݀ݔ + ∫4௫ ݀ݔ =  









Розв’язання. Для знаходження первісної можемо 
скористатися або властивістю (8.6) невизначних інтегралів, або 
звернутися до методу заміни змінної. Ми розв’яжемо за методом 




















ln|ݑ| + ܥ =  
             =
ଵ
ଵଷ
ln|13ݔ + 4| + ܥ. 
 
4. ∫cos(2ݔ − 1) ݀ݔ. 
Розв’язання. За методом заміни змінної маємо: 
∫ cos(2ݔ − 1) ݀ݔ = ቎









∫ cosݑ ݀ݑ =
ଵ
ଶ
sin ݑ + ܥ =  
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ଵ
ଶ


























+ ܥ =  
                  =
ହ
ଶ
ඥ(7ݔ − 9)ଶఱ + ܥ. 
 Зауважимо, що в прикладах 3 – 5 у разі заміни змінної у 
функціях, аргумент яких лінійний відносно незалежної змінної, 
за знак інтегралу виходить коефіцієнт, обернений коефіцієнту 
Збірник тестових завдань з вищої математики. Модуль 2 
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при ݔ, що цілком відповідає властивості (8.6). Запам’ятав це, 
надалі ми не будемо звертатися до заміни змінної в таких 







 Розв’язання. Інтеграл не табличний. Звернувшись до 
таблиці похідних, бачимо, що в підінтегральному виразі 
присутній диференціал арккотангенса. Саме це для нас є 































+ ܥ =  
                      = −
ଵ
ଶହ






Розв’язання. Інтеграл не табличний. Підказку щодо 
заміни нам знову дає таблиця похідних – в підінтегральному 






















݁௨ + ܥ =
ଵ
ସ






Розв’язання. У підінтегральному виразі ми знаходимо  
диференціал логарифма, тому заміна змінної очевидна: 


































∫ݑି଺݀ݑ =  






+ ܥ = −
ଵ
ଵହ௨ఱ









Розв’язання. Настав час ознайомитися з чотирма 
формулами наприкінці нашої таблиці інтегралів, які містять 
квадратичні вирази. Формули для нас принципові, оскільки нам 



































ቚ + ܥ =  












Розв’язання. Інтегрування проводимо аналогічно 


































+ ܥ =  












Розв’язання. Звернутися до згаданих формул у разі 
інтегрування цієї функції не можна, оскільки в чисельнику 
Збірник тестових завдань з вищої математики. Модуль 2 
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присутній ݔ. Помічаємо, що в знаменнику – многочлен другого 
степеня, а в чисельнику – першого. Під час диференціювання 
многочлена другого степеня отримаємо многочлен першого. 




















ln|ݑ| + ܥ =  
             =
ଵ
଺






Розв’язання. Під час розв’язання цього прикладу 
звернемося до розглянутих прикладів 9 – 11. Поділимо 
чисельник на знаменник, розіб’ємо інтеграл на два, методи 
інтегрування кожного з яких нам вже відомі. Щоб запис був 
зрозумілішим, ми кожну з первісних знайдемо окремо, а 































∙ 2√ݑ + ܥ =  
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ଵ
ସ
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଻
ଶ
lnหݑ + √ݑଶ + 1ห + ܥ	 = −
଻
ଶ


















Розв’язання. У знаменнику підінтегральної функції – 
квадратний тричлен. Для інтегрування таких виразів 
(див. п. 8.4.1) необхідно виділити повний квадрат: 
ݔଶ − 4ݔ + 9 = (ݔଶ − 4ݔ + 4) − 4 + 9 = (ݔ − 2)ଶ + 5. 
Підставимо в підінтегральний вираз виділений повний квадрат, 
































Розв’язання. Метод інтегрування – аналогічний 
попередньому розглянутому прикладу: 
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ln ቤݑ + ටݑଶ −
ଶହ
ଵଶ
ቤ + ܥ =  














ቤ + ܥ =  

















Розв’язання. Метод інтегрування таких виразів докладно 
розглянуто у п. 8.4.2. Проілюструємо його на прикладі. 
Звернемо увагу, що в чисельнику – многочлен першого степеня, 
а в знаменнику – другого. Диференціал многочлена другого 
степеня є многочлен першого степеня. Тому зрозуміло, що з 
точністю до коефіцієнтів ми маємо в чисельнику диференціал 
знаменника. Оцінимо диференціал знаменника: 
݀(ݔଶ − 6ݔ − 2) = (2ݔ − 6)݀ݔ. 
Спробуємо його отримати в чисельнику. Спочатку підберемо 
















݀ݔ =  
Отриманий інтеграл доцільно розбити на два, методи 




















= ൤ݑ = ݔ
ଶ − 6ݔ − 2
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ln|ݑ| + ܥ =
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ቚ + ܥ =  























Розв’язання. Алгоритм розв’язання аналогічний 
розглянутому у попередньому прикладі. Оцінимо диференціал 
підкорневого виразу: 
Збірник тестових завдань з вищої математики. Модуль 2 
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݀(3 − 2ݔ − 2ݔଶ) = (−2 − 4ݔ)݀ݔ. 
Спробуємо отримати його в чисельнику. Підібрати дробовий 
коефіцієнт не завжди зручно, через що у разі потреби радимо 
читачеві спочатку отримати при ݔ коефіцієнт, який би 
дорівнював одиниці (для цього винесемо заданий коефіцієнт за 

















































= ൤ ݑ = 3 − 2ݔ − 2ݔ
ଶ








    = −
ହ
ସ
∙ 2√ݑ + ܥ = −
ହ
ଶ



















































































+ ܥ =  























Розв’язання. Підінтегральна функція – раціональний 
дріб, дріб неправильний, оскільки максимальний степінь 
чисельника перевищує максимальний степінь знаменника. 
Збірник тестових завдань з вищої математики. Модуль 2 
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Перед інтегруванням необхідно виділити цілу частину. Для 
цього поділимо чисельник на знаменник: 
−2ݔ










                      −38ݔ − 3					
38ݔ + 152
 
                                  −155 
 




݀ݔ = ∫ቀ2ݔଶ − 8ݔ + 38 −
ଵହହ
௫ାସ
ቁ ݀ݔ =  




                        =
ଶ
ଷ






Розв’язання. Підінтегральна функція – раціональний 
правильний дріб. Для того, щоб з’ясувати, якого він типу, ми 
повинні знайти корені знаменника. Один із коренів – ݔ = −2, ми 
бачимо відразу, два других можемо знайти, наприклад, за 
теоремою Вієта (або знайти корені квадратного рівняння через 
дискримінант): ݔ = 1, ݔ = 5. Усі три корені знаменника дійсні 

















Знайдемо невідомі коефіцієнти. Для цього приведемо 
дробі до спільного знаменника та дорівняємо чисельники: 
4ݔଶ − ݔ − 39 = ܣ(ݔ − 1)(ݔ − 5) + ܤ(ݔ + 2)(ݔ − 5) + ܥ(ݔ − 1)(ݔ + 2); 
Підставляючи по черзі корені знаменника, ми відразу знаходимо 
невідомі коефіцієнти: 
ݔ = −2:										16 + 2 − 39 = 21ܣ;				−21 = 21ܣ; 												ܣ = −1; 
ݔ = 1:														4 − 1 − 39 = −12ܤ;				−36 = −12ܤ; 										ܤ = 3; 
ݔ = 5:													100 − 5 − 39 = 28ܥ; 					56 = 28ܥ; 																ܥ = 2. 
Збірник тестових завдань з вищої математики. Модуль 2 
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Розв’язання. Підінтегральна функція – раціональний 
правильний дріб. Корені знаменника: ݔ = 0 і ݔ = −6. Корінь 
ݔ = 0 – кратний, його кратність дорівнює 2. Тому  відповідно до 













Знайдемо невідомі коефіцієнти. Приведемо дробі до 
спільного знаменника, дорівняємо чисельники: 
2ݔଶ − ݔ + 30 = ܣ(ݔ + 6) + ܤݔ(ݔ + 6) + ܥݔଶ . 
Як і в попередньому прикладі ми зможемо обчислити 
відразу два з трьох невідомих коефіцієнтів: 
ݔ = 0:														30 = 6ܣ; 												ܣ = 5; 
ݔ = −6:								108 = 36ܥ; 										ܥ = 3. 
Щоб знайти третій, припустимося до «хитрощів»: 
підставимо в тотожність будь-яке значення ݔ, наприклад ݔ = 1, 
отримаємо вираз, який містить усі три коефіцієнти; підставимо 
два відомих та виразимо через них третій: 
ݔ = 1:										31 = 7ܣ + 7ܤ + ܥ; 					31 = 35 + 7ܤ + 3; 								ܤ = −1. 














                        = −
ହ
௫






Розв’язання. Підінтегральна функція – раціональний 
правильний дріб. Для того, щоб знайти корені знаменника, 
спробуємо перетворити многочлен: 
ݔଷ − ݔଶ + 4ݔ − 4 = ݔଶ(ݔ − 1) + 4(ݔ − 1) = (ݔ − 1)(ݔଶ + 4). 
Збірник тестових завдань з вищої математики. Модуль 2 
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Отже, знаменник має один дійсний корінь ݔ = 1 та пару 
комплексних (оскільки ݔଶ + 4 ≠ 0 в дійсній області). Згідно з 













Приведемо дробі до спільного знаменника, дорівняємо 
чисельники: 
4ݔଶ − ݔ + 12 = ܣ(ݔଶ + 4) + (ܤݔ + ܥ)(ݔ − 1). 
Тільки один з коефіцієнтів ми можемо знайти відразу: 
ݔ = 1:										15 = 5ܣ; 										ܣ = 3. 
Щоб знайти два інших, розкриємо дужки в нашій 
тотожності, та за методом невизначених коефіцієнтів 
дорівняємо коефіцієнти при однакових степенях ݔ: 





4 = ܣ + ܤ
−1 = −ܤ + ܥ
12 = 4ܣ − ܥ
. 
Ми отримали систему з трьох рівнянь із трьома 
невідомими. Ми можемо її не розв’язувати, а підставити в 
перше та третє рівняння системи відомий нам коефіцієнт ܣ, й 
знайти невідомі ܤ та ܥ: 
4 = 3 + ܤ; 														ܤ = 1; 
12 = 12 − ܥ; 										ܥ = 0. 
Отже, інтеграл набуває вигляду суми двох інтегралів, кожний з 






























                            = 3 ln|ݔ − 1| +
ଵ
ଶ
ln|ݔଶ + 4| + ܥ. 
 
 21. ∫ ݔ sin(3ݔ − 1) ݀ݔ. 
Розв’язання. Інтегрування таких функцій  проводиться 
частинами. Нагадаємо формулу (8.17): 
∫ ݑ݀ݒ = ݑݒ − ∫ݒ݀ݑ. 
Збірник тестових завдань з вищої математики. Модуль 2 
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                                = −
ଵ
ଷ
ݔ cos(3ݔ − 1) +
ଵ
ଷ
	∫ cos(3ݔ − 1) ݀ݔ =  
                                = −
ଵ
ଷ
ݔ cos(3ݔ − 1) +
ଵ
ଽ
sin(3ݔ − 1) + ܥ. 
 
22. ∫ ݔଶ݁ସ௫݀ݔ. 
Розв’язання. Інтегрувати частинами таку функцію 






















∙ 2 ∫ݔ݁ସ௫݀ݔ =  





























݁ସ௫ + ܥ. 
 
23. ∫ ln(ݔ + 7) ݀ݔ. 
Розв’язання. Первісна такої функції також знаходиться 
інтегруванням частинами. Розіб’ємо підінтегральний вираз на ݑ 
та ݀ݒ: 




















отримали неправильний раціональний дріб. Виділимо цілу 
частину і знайдемо первісну: 
= ݔ ln(ݔ + 7) − ∫
(௫ା଻)ି଻
௫ା଻




= 	ݔ ln(ݔ + 7) − ݔ + 7 ln(ݔ + 7) + ܥ. 
Збірник тестових завдань з вищої математики. Модуль 2 
 
31 
 24. ∫ arccos 8ݔ ݀ݔ. 
Розв’язання. Інтегруємо частинами. Розіб’ємо 
підінтегральний вираз на ݑ та ݀ݒ: 
∫ arccos 8ݔ ݀ݔ = ൦










за відомою нам заміною маємо: 













= ݔ arccos 8ݔ −
ଵ
଼
√1 − 64ݔଶ + ܥ. 
 
 25. ∫(arcsin ݔ)ଶ݀ݔ. 
Розв’язання. Інтегруємо частинами. Розіб’ємо 
підінтегральний вираз на ݑ та ݀ݒ: 
∫(arcsin ݔ)ଶ݀ݔ = ቈ
ݑ = (arcsin ݔ)ଶ ݀ݑ =
ଶୟ୰ୡୱ୧୬ ௫ௗ௫
ඥଵିݔ2
݀ݒ = ݀ݔ ݒ = ݔ
቉ =  











ݒ = −2ඥ1 − ݔ2
቏ =  




= ݔ ∙ (arcsin ݔ)ଶ + 2ඥ1 − ݔ2 ∙ arcsin ݔ − 2ݔ + ܥ.  
 
 26. ∫ ݁ଷ௫ cos 2ݔ ݀ݔ.  
Розв’язання. Інтегруємо частинами. Розіб’ємо 
підінтегральний вираз на ݑ та ݀ݒ, обираючи будь-який із двох 
способів: 
∫ ݁ଷ௫ cos 2ݔ ݀ݔ = ቈ
ݑ = ݁ଷ௫ ݀ݑ = 3݁ଷ௫݀ݔ




቉ =  









∫݁ଷ௫ sin 2ݔ ݀ݔ =  
бачимо, за структурою ми отримали аналогічний інтеграл, знов 
інтегруємо частинами, тепер у процесі розбиття на частини 
звертаємо увагу на обраний нами спосіб: 
= ൥
ݑ = ݁ଷ௫ ݀ݑ = 3݁ଷ௫݀ݔ











݁ଷ௫ cos 2ݔ −
ଽ
ସ
∫ ݁ଷ௫ cos 2ݔ ݀ݔ. 
Бачимо, що повернулися до попереднього інтегралу, саме тому 
вони називаються «поворотними» інтегралами. Нам залишилося 
розв’язати лінійне рівняння відносно шуканого інтегралу. Для 
цього зробимо заміну 
ܫ = ∫݁ଷ௫ cos 2ݔ ݀ݔ; 
та підставимо в наш вираз. Ми дійсно отримали лінійне 




݁ଷ௫ sin 2ݔ +
ଷ
ସ









݁ଷ௫ sin 2ݔ +
ଷ
ସ
݁ଷ௫ cos 2ݔ. 
Остаточно маємо 
ܫ = ∫݁ଷ௫ cos 2ݔ ݀ݔ =
ଶ
ଵଷ
݁ଷ௫ sin 2ݔ +
ଷ
ଵଷ






Розв’язання. Для інтегрування такого класу функцій 
необхідно звернутися до універсальної тригонометричної 
підстановки (8.18): 

















































































 Розв’язання. Для інтегрування функцій з парними 
степенями синуса та косинуса раціональною є підстановка 


















































ቚ + ܥ =  












 Розв’язання. Перейти під час інтегрування від 
тригонометричних функцій до степеневих у цьому прикладі, 




݀ݔ = ቂݑ = sin ݔ + 12




= 2√ݑ + ܥ =  
Збірник тестових завдань з вищої математики. Модуль 2 
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= 2√sin ݔ + 12 + ܥ. 
 
 30. ∫ cos଼ ݔ sinଷ ݔ ݀ݔ. 
 Розв’язання. Інтегрування добутку синуса на косинус у 
випадку, якщо одна з функцій в непарній степені, проводиться 
за допомогою однієї з підстановок (8.23) та (8.24) залежно від 
того, яка з функцій у непарній степені. У нашому випадку в 
непарній степені синус, тому обираємо заміну (8.23): 
∫ сos଼ ݔ sinଷ ݔ ݀ݔ = ∫cos଼ ݔ sinଶ ݔ sin ݔ ݀ݔ =  
= ቈ
ݑ = cos ݔ
݀ݑ = −sin ݔ ݀ݔ
sinଶ ݔ = 1 − cosଶ ݔ = 1 − ݑଶ
቉ = −∫ݑ଼(1 − ݑଶ)݀ݑ =  













cosଵଵ ݔ + ܥ.  
 
31. ∫ sinସ 3ݔ ݀ݔ. 
Розв’язання. Інтегрування парних степенів синусу та 











∫ sinସ 3ݔ ݀ݔ = ∫(sinଶ 3ݔ)ଶ݀ݔ = ∫ ൬
ଵ
ଶ
(1 − cos 6ݔ)൰
ଶ
݀ݔ =  
                      =
ଵ
ସ
∫(1 − 2 cos 6ݔ + cosଶ 6ݔ)݀ݔ =
ଵ
ସ
∫݀ݔ −  
                      −
ଵ
ସ






∫(1 + cos 12ݔ)݀ݔ =  


















cos 12ݔ + ܥ =  









cos 12ݔ + ܥ. 
 
32. ∫ cos 9ݔ cos 2ݔ ݀ݔ. 
Збірник тестових завдань з вищої математики. Модуль 2 
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Розв’язання. Перед інтегруванням цієї функції згадаємо 
формули перетворення добутку в суму (8.26) та скористаємося 
ними: 
∫ cos 9ݔ cos 2ݔ ݀ݔ =
ଵ
ଶ
∫(cos(9ݔ − 2ݔ) + cos(9ݔ + 2ݔ))݀ݔ =  
                                =
ଵ
ଶ
∫cos 7ݔ ݀ݔ +
ଵ
ଶ
∫cos 11ݔ ݀ݔ =  












Розв’язання. Підінтегральна функція містить 
ірраціональність. Щоб позбутися її, скористаємося 
підстановкою (8.27). Квадратний корінь зникне, якщо 













݀ݑ =  
               = 2∫݀ݑ − 8∫
ௗ௨
௨ାସ
= 2ݑ − 8 ln|ݑ + 4| + ܥ =  








Розв’язання. Як і в попередньому прикладі, 
підінтегральна функція містить ірраціональність. Але щоб 
позбутися її, необхідно нову змінну підвести до степеня, який 
дорівнює найменшому спільному кратному знаменників 
показників степенів. У нас є корінь квадратний та корінь 
















                   = 6∫
൫௨మାସ൯ିସ
௨మାସ














+ ܥ.  
 








Розв’язання. У процесі інтегрування функцій, що містять 
квадратичну ірраціональність, необхідно користуватися 
тригонометричними підстановками (8.28) – (8.30). У цьому 
інтегралі ірраціональність вигляду (8.29), тому приведемо 












݀ݔ = − √
ହcos௧	ௗ௧
sinమ௧



































sin2ݐቁ + ܥ = −
ଵ
ଶ√ହ
(ݐ + sinݐ ∙ cosݐ) + ܥ.  
Якщо з підстановки виразити sinݐ = √
ହ
௫
























Розв’язання. У процесі інтегрування функцій, що містять 
квадратичну ірраціональність, необхідно користуватися 
тригонометричними підстановками (8.28) – (8.30). У цьому 
інтегралі ірраціональність вигляду (8.28), тому приведемо 






















− arcsinݔ + ܥ.  
 







Розв’язання. У процесі інтегрування функцій, що містять 
квадратичну ірраціональність, необхідно користуватися 
тригонометричними підстановками (8.28) – (8.30). У ць ому 
інтегралі ірраціональність вигляду (8.30), тому приведемо 























скористаємося в чисельнику основною тригонометричною 










݀ݐ =  
перший з отриманих інтегралів можна знайти або за допомогою 
універсальної тригонометричної підстановки, або скористатися 
додатковими формулами таблиці невизначених інтегралів; а 













+ ܥ =  













Розв’язання. Заданий тип інтегралів за допомогою 
підстановки (8.8) зводиться до розглянутого у прикладах 13, 14 
інтегралів, які, зі свого боку, зводяться до табличних за 
допомогою виділення повного квадрата.  



























































































+ √36ݐଶ − 13ݐ + 1ቚ + ܥ =  











































.     4. ∫ sin(5ݔ + 3) ݀ݔ. 





















































21. ∫ݔଶ cos 3ݔ ݀ݔ.   22. ∫(3ݔ − 1)݁ହ௫݀ݔ. 
23. ∫ ln(ݔ − 4) ݀ݔ.   24. ∫ ݔ	arctg4ݔ	݀ݔ. 
25. ∫ ln൫√1 − ݔ + √1 + ݔ൯݀ݔ.  26. ∫ ݁
ೣ
మ sin5ݔ ݀ݔ. 
27. ∫
ௗ௫
ଶ ୡ୭ୱ ௫ିଷୱ୧୬ ௫ା଼
.   28. ∫
ௗ௫





݀ݔ.   30. ∫ sinହ 3ݔ cos଺ 3ݔ ݀ݔ. 



































.     4. ∫ cos(2ݔ − 7) ݀ݔ. 
5. ∫ ඥ(2 + 5ݔ)ଵଵ





















































21. ∫ݔ sin(5ݔ + 2) ݀ݔ.   22. ∫(ݔଶ + 1)݁ସ௫݀ݔ. 




݀ݔ.   26. ∫ ݁ସ௫ cos 2ݔ ݀ݔ. 
27. ∫
ௗ௫
ହ ୡ୭ୱ ௫ିଶୱ୧୬ ௫ିଵ
.   28. ∫
ௗ௫





݀ݔ.   30. ∫ sinସ 2ݔ cos଻ 2ݔ ݀ݔ. 






























݀ݔ.       2. ∫ ቀ5ݔଶ −
ଷ
ୡ୭ୱమ ௫




























































21. ∫(ݔଶ + 7ݔ) cos 2ݔ ݀ݔ.  22. ∫ ݔ݁ସ௫ାଷ݀ݔ. 








.   28. ∫
ௗ௫





݀ݔ.   30. ∫ sinହ 7ݔ cos଼ 7ݔ ݀ݔ. 
31. ∫ sinଶ 5ݔ cosସ 5ݔ.   32. ∫ cos 3ݔ cos 8ݔ 	݀ݔ. 



























݀ݔ.       2. ∫ ቀ3ݔ଼ −
଻
ଵା௫మ




.     4. ∫ cos(7ݔ − 9) ݀ݔ. 
5. ∫ ඥ(4 + 5ݔ)ଷ





















































21. ∫ݔ sin(2ݔ + 1) ݀ݔ.   22. ∫(ݔଶ + 5ݔ)݁ଶ௫݀ݔ. 
23. ∫ݔଷ ln ݔ ݀ݔ.   24. ∫ arccos6ݔ	݀ݔ. 






ଷ ୡ୭ୱ ௫ିହୱ୧୬ ௫ିଵ
.   28. ∫
ௗ௫





݀ݔ.   30. ∫ sinସ 8ݔ cosଷ 8ݔ ݀ݔ. 







































.     4. ∫ sin(7ݔ + 13) ݀ݔ. 






















































21. ∫(ݔଶ − ݔ) cos 7ݔ ݀ݔ.  22. ∫ ݔ	݁ସ௫ାଽ݀ݔ. 




݀ݔ.   26. ∫ ݁ସ௫ sin 6ݔ ݀ݔ. 
27. ∫
ௗ௫
ହ ୡ୭ୱ ௫ାଶୱ୧୬ ௫ି଻
.   28. ∫
ௗ௫





݀ݔ.   30. ∫ cos଻ 4ݔ ݀ݔ. 



































݀ݔ.        2. ∫ ቀ4ݔହ −
଻
√ସି௫మ






























































21. ∫(3ݔ − 11) sin5ݔ ݀ݔ.  22. ∫ ݔଶ଼݁௫݀ݔ. 
23. ∫ݔଶ ln(ݔ + 2) ݀ݔ.   24. ∫ arcsin7ݔ	݀ݔ. 




.   28. ∫
ௗ௫
ସାଷ ୡ୭ୱమ ௫ିହ ୱ୧୬మ ௫
. 
29. ∫ ඥ1 − 2ݐ݃3ݔ3
ௗ௫
ୡ୭ୱమ ଷ௫
.  30. ∫ sinଷ 4ݔ cos଼ 4ݔ ݀ݔ. 



























 Знайти невизначені інтеграли: 
1. ∫√ݔ൫1 + √ݔ3 ൯
ଷ




.     4. ∫ sin(3ݔ + 5) ݀ݔ. 
5. ∫ ඥ(2 + 7ݔ)ହ





















































21. ∫(5ݔଶ − ݔ) sin 2ݔ ݀ݔ.  22. ∫ ݔ݁଻௫ାଵଶ݀ݔ. 




݀ݔ.   26. ∫ ݁ିଶ௫ sin9ݔ ݀ݔ 
27. ∫
ௗ௫
଻ ୡ୭ୱ ௫ିଶୱ୧୬ ௫ାହ
.   28. ∫
ௗ௫





݀ݔ.    30. ∫ sinହ 9ݔ ݀ݔ. 







































.     4. ∫ cos(2ݔ − 8) ݀ݔ. 





















































21. ∫ݔ cos(4ݔ − 7) ݀ݔ.  22. ∫(ݔଶ + 5ݔ − 3)݁ଶ௫݀ݔ. 




݀ݔ.    26. ∫ 3௫ cos ݔ ݀ݔ. 
27. ∫
ௗ௫
଻ ୡ୭ୱ ௫ିଷୱ୧୬ ௫ିହ
.   28. ∫
ௗ௫





݀ݔ.   30. ∫ sinଷ 2ݔ cosଵଶ 2ݔ ݀ݔ. 
































݀ݔ.       2. ∫ ቀ9ݔସ +
ଷ
√ଵି௫మ




.     4. ∫ sin(3ݔ + 7) ݀ݔ. 
5. ∫ ඥ(3 + 8ݔ)ସ
























































21. ∫ݔଶ sin 8ݔ ݀ݔ.   22. ∫(5ݔ + 4)݁ଶ௫݀ݔ. 




݀ݔ.   26. ∫ ଼݁௫ sin 3ݔ ݀ݔ. 
27. ∫
ௗ௫
଻ ୡ୭ୱ ௫ିଶୱ୧୬ ௫ିହ
.   28. ∫
ௗ௫
ସାଷ ୡ୭ୱమ ௫ିଶ ୱ୧୬మ ௫
. 
29. ∫ √1 − 4 sin 2ݔ3 cos 2ݔ ݀ݔ.  30. ∫ cos଻ 5ݔ ݀ݔ. 































݀ݔ.       2. ∫ ቀ3ݔ଼ −
ହ
ୱ୧୬మ ௫





























































21. ∫ݔ cos(7ݔ − 5) ݀ݔ.  22. ∫ ݔଶ݁ଶ௫݀ݔ. 








.   28. ∫
ௗ௫





݀ݔ.   30. ∫ sin଼ 2ݔ cosଷ 2ݔ ݀ݔ. 
































݀ݔ.       2. ∫ ቀ2ݔସ −
଺
√ସି௫మ




.     4. ∫ cos(3ݔ − 1) ݀ݔ. 
5. ∫ ඥ(5 − 3ݔ)଻



















































21. ∫(3ݔଶ − 7) cos 5ݔ ݀ݔ.  22. ∫ ݔ݁ଽ௫ା଼݀ݔ. 
23. ∫ ln(6ݔ + 4) ݀ݔ.   24. ∫ ݔ	arcctg2ݔ	݀ݔ. 
25. ∫ ln ቀݔ + ඥ1 + ݔ2ቁ ݀ݔ.  26. ∫ 5௫ cos 4ݔ ݀ݔ. 
27. ∫
ௗ௫
ହ ୡ୭ୱ ௫ାସୱ୧୬ ௫ି଻
.   28. ∫
ௗ௫
ସିଷ ୡ୭ୱమ ௫ା଺ ୱ୧୬మ ௫
. 
29. ∫ √1 − 4 cos 3ݔ3 sin3ݔ ݀ݔ.  30. ∫ sinହ 4ݔ ݀ݔ. 
31. ∫ sinଶ 7ݔ cosଶ 7ݔ݀ݔ.  32. ∫ sin5ݔ cos 2ݔ 	݀ݔ. 






























.     4. ∫ sin(9ݔ − 2) ݀ݔ. 





















































21. ∫(ݔ + 5) cos 4ݔ ݀ݔ.  22. ∫ ݔଶ݁ଽ௫݀ݔ. 
23. ∫ݔଷ ln(ݔ + 2) ݀ݔ.   24. ∫ arccos6ݔ	݀ݔ. 
25. ∫arctg൫1 + √ݔ൯ 	݀ݔ.  26. ∫ 3௫ sin 7ݔ ݀ݔ. 
27. ∫
ௗ௫
ହ ୡ୭ୱ ௫ାସୱ୧୬ ௫ିଷ
.   28. ∫
ௗ௫





݀ݔ.   30. ∫ sinଷ 7ݔ cosଶ 7ݔ ݀ݔ. 































݀ݔ.       2. ∫ ቀ3ݔଽ +
ଶ
ୡ୭ୱమ ௫





























































21. ∫(ݔଶ − 7) sin 2ݔ ݀ݔ.  22. ∫ ݔ݁ଷ௫ାଶ݀ݔ. 








.   28. ∫
ௗ௫





݀ݔ.   30. ∫ sinଷ 5ݔ cos଼ 5ݔ ݀ݔ. 
31. ∫ sinସ 2ݔ cosଶ 2ݔ ݀ݔ.  32. ∫ cos 3ݔ cos 2ݔ 	݀ݔ. 



























݀ݔ.        2. ∫ ቀ4ݔହ +
ଷ
ୱ୧୬మ ௫




.     4. ∫ sin(2ݔ + 5) ݀ݔ. 
5. ∫ ඥ(7ݔ − 4)ଶ


















































21. ∫ݔ cos 7ݔ ݀ݔ.   22. ∫(5ݔ + 1)݁ଷ௫݀ݔ. 




݀ݔ.    26. ∫ ݁ଽ௫ cos 5ݔ ݀ݔ. 
27. ∫
ௗ௫
଻ ୡ୭ୱ ௫ାଶୱ୧୬ ௫ିଵ
.   28. ∫
ௗ௫





݀ݔ.   30. ∫ cos଻ ݔ ݀ݔ. 












	݀ݔ.    36. ∫ ݔଷ√ݔଶ + 16݀ݔ. 















݀ݔ.        2. ∫ ቀ7ݔଷ −
ହ
√௫మାଽ




.     4. ∫ cos(4ݔ − 11) ݀ݔ. 





















































21. ∫ݔଶ cos 5ݔ ݀ݔ.   22. ∫(6ݔ − 1)݁ସ௫݀ݔ. 








.   28. ∫
ௗ௫





݀ݔ.   30. ∫ sinହ 5ݔ cosଶ 5ݔ ݀ݔ. 
31. ∫cos଺ 4ݔ ݀ݔ.   32. ∫ sin2ݔ sin 3ݔ 	݀ݔ. 
























݀ݔ.       2. ∫ ቀ2ݔଷ +
ସ
√௫మିଽ





























































21. ∫(4ݔ − 3) sin 2ݔ ݀ݔ.  22. ∫ ݔଶ݁ଽ௫ାଵଵ݀ݔ. 
23. ∫ ln(5ݔ − 1) ݀ݔ.   24. ∫ ݔ	arcctg7ݔ	݀ݔ. 




.   28. ∫
ௗ௫





݀ݔ.   30. ∫ sinଷ 3ݔ cos଼ 3ݔ ݀ݔ. 




























݀ݔ.        2. ∫ ቀ3ݔଽ +
଺
ୡ୭ୱమ ௫




.     4. ∫ cos(4ݔ − 7) ݀ݔ. 






















































21. ∫ݔଶ cos(3ݔ − 9) ݀ݔ.  22. ∫ ݔ݁ଶ௫݀ݔ. 
23. ∫ݔଶ ln(ݔ + 2) ݀ݔ.   24. ∫ arcsin9ݔ	݀ݔ. 




.   28. ∫
ௗ௫





݀ݔ.   30. ∫ sin଻ ݔ ݀ݔ. 












.    36. ∫ ݔହ√ݔଶ + 25݀ݔ. 















݀ݔ.       2. ∫ ቀ3ݔ଻ +
ହ
√௫మାହ



























































21. ∫(7ݔ − 9) sin 4ݔ ݀ݔ.  22. ∫ ݔଶ݁ଷ௫݀ݔ. 















3 ݀ݔ.   30. ∫ sin
଻ 4ݔ cosଶ 4ݔ ݀ݔ. 
31. ∫ sinସ 5ݔ ݀ݔ.   32. ∫ sinݔ sin9ݔ 	݀ݔ. 























































































21. ∫ݔ cos(3ݔ − 13) ݀ݔ.  22. ∫(ݔଶ + 4)݁ଽ௫݀ݔ. 
23. ∫ݔଷ ln(ݔ − 2) ݀ݔ.   24. ∫ arccos7ݔ	݀ݔ. 
25. ∫arctg√4ݔ − 1	݀ݔ.   26. ∫ ݁଻௫ sin 8ݔ ݀ݔ. 
27. ∫
ௗ௫
ଶ ୡ୭ୱ ௫ାଷୱ୧୬ ௫ିସ
.   28. ∫
ௗ௫





ర ݀ݔ.   30. ∫ sinଶ 6ݔ cos଻ 6ݔ ݀ݔ. 






























































































21. ∫ݔଶ sin 8ݔ ݀ݔ.   22. ∫(2ݔ + 7)݁ଷ௫݀ݔ. 
23. ∫ ln(ݔ + 9) ݀ݔ.   24. ∫ ݔ	arctg2ݔ	݀ݔ. 
25. ∫(arccosݔ)ଶ ݀ݔ.   26. ∫ ݁ହ௫ cos 3ݔ ݀ݔ.  
27. ∫
ௗ௫
ଶ ୡ୭ୱ ௫ିହୱ୧୬ ௫ିସ
.   28. ∫
ௗ௫





݀ݔ.   30. ∫ sinଶ 2ݔ cosହ 2ݔ ݀ݔ. 
31. ∫ sinସ 7ݔ ݀ݔ.   32. ∫ sin3ݔ sin 10ݔ 	݀ݔ. 


























݀ݔ.   2. ∫ ቀ4ݔହ −
଺
ୡ୭ୱమ ௫































































21. ∫(9ݔ + 3) cos 4ݔ ݀ݔ.  22. ∫ ݔଶ݁ସ௫ିଵଶ݀ݔ. 
23. ∫ݔଶ ln(ݔ + 2) ݀ݔ.   24. ∫ arccos4ݔ	݀ݔ. 
25. ∫ݔ2arctg5ݔ	݀ݔ	.   26. ∫ ݁ଽ௫ sin 2ݔ ݀ݔ. 
27. ∫
ௗ௫
ହ ୡ୭ୱ ௫ାସୱ୧୬ ௫ିଷ
.   28. ∫
ௗ௫
଺ ୡ୭ୱమ ௫ିୱ୧୬మ ௫ା଼
. 
29 ∫൫4 − √sin2ݔ3 ൯ cos 2ݔ ݀ݔ.  30. ∫ cos଻ 3ݔ ݀ݔ. 
































݀ݔ.        2. ∫ ቀ7ݔଷ −
ହ
ୱ୧୬మ ௫




.     4. ∫ sin(6ݔ + 1) ݀ݔ. 
5. ∫ ඥ(2ݔ − 3)ସ





















































21. ∫ݔଶ sin 9ݔ ݀ݔ.   22. ∫(4ݔ − 9)݁ହ௫݀ݔ. 




݀ݔ.   26. ∫ ݁ଶ௫ cos 7ݔ ݀ݔ.  
27. ∫
ௗ௫
ସ ୡ୭ୱ ௫ିଷୱ୧୬ ௫
.   28. ∫
ௗ௫





݀ݔ.   30. ∫ sinହ 8ݔ cosଶ 2ݔ ݀ݔ. 
31. ∫ sin଺ ݔ ݀ݔ.    32. ∫ sin8ݔ sin 7ݔ 	݀ݔ. 



























݀ݔ.       2. ∫ ቀ4ݔ଻ +
ହ
௫మିସ















.     8. ∫
ௗ௫












































21. ∫ݔ cos(3ݔ − 7) ݀ݔ.  22. ∫(ݔଶ + 1)݁ଽ௫݀ݔ. 




	݀ݔ.   26. ∫ ݁ଷ௫ sin 8ݔ ݀ݔ.   
27. ∫
ௗ௫
ଶ ୡ୭ୱ ௫ି଻ୱ୧୬ ௫
.   28. ∫
ௗ௫





݀ݔ.   30. ∫ sinଶ 3ݔ cos଻ 3ݔ ݀ݔ. 







































.     4. ∫ sin(9ݔ + 8) ݀ݔ. 





















































21. ∫(ݔଶ + 5) cos ݔ ݀ݔ.   22. ∫ ݔ	݁ସ௫ା଻݀ݔ. 








.   28. ∫
ௗ௫





.    30. ∫ sinସ 4ݔ cosହ 4ݔ ݀ݔ. 






























݀ݔ.       2. ∫ ቀ3ݔ଻ −
଼
√ଽି௫మ





























































21. ∫ݔ sin(4ݔ + 9) ݀ݔ.   22. ∫ ݔଶ଼݁௫݀ݔ. 
23. ∫ݔଷ ln(ݔ − 2) ݀ݔ.   24. ∫ arcsin9ݔ	݀ݔ. 
25. ∫arcctg√5ݔ − 1݀ݔ.  26. ∫ 9௫ cos 3ݔ ݀ݔ. 
27. ∫
ௗ௫
଺ ୡ୭ୱ ௫ା଻ୱ୧୬ ௫
.   28. ∫
ௗ௫





݀ݔ.   30. ∫ sin଻ 2ݔ ݀ݔ. 































݀ݔ.       2. ∫ ቀ3ݔଽ −
଺
√௫మାଵ




.     4. ∫ sin(ݔ − 9) ݀ݔ. 























































21. ∫ݔଶ cos 13ݔ ݀ݔ.   22. ∫(ݔ − 15)݁ଶ௫݀ݔ. 








.   28. ∫
ௗ௫
଺ ୡ୭ୱమ ௫ିଶୱ୧୬మ ௫ାଷ
. 
29. ∫ √sin 4ݔ − 33 cos 4ݔ ݀ݔ.  30. ∫ sinହ 3ݔ cos଺ 3ݔ ݀ݔ. 




























































































21. ∫(ݔଶ + 3) sin 7ݔ ݀ݔ.  22. ∫ ݔ݁ଽ௫ିସ݀ݔ. 




݀ݔ.   26. ∫ ଼݁௫ sin 2ݔ ݀ݔ. 
27. ∫
ௗ௫
ହ ୡ୭ୱ ௫ାଶୱ୧୬ ௫ି଻
.   28. ∫
ௗ௫





݀ݔ.   30. ∫ cosହ 9ݔ ݀ݔ. 




























































































21. ∫ݔ sin10ݔ ݀ݔ.   22. ∫(4ݔଶ + 3)݁ଶ௫݀ݔ. 




݀ݔ.    26. ∫ ݁ଵ଴௫ cos 5ݔ ݀ݔ. 
27. ∫
ௗ௫
ଶ ୡ୭ୱ ௫ିଽୱ୧୬ ௫ାଶ
.   28. ∫
ௗ௫





݀ݔ.   30. ∫ sinହ 6ݔ cosଵଶ 6ݔ ݀ݔ. 































݀ݔ.   2. ∫ ቀ3ݔ଼ −
଺
ୡ୭ୱమ ௫




.     4. ∫ sin(13ݔ − 3) ݀ݔ. 







.     8. ∫
ௗ௫












































21. ∫ݔଶ cos(ݔ − 6) ݀ݔ.   22. ∫(5ݔ + 4)଼݁௫݀ݔ. 




݀ݔ.   26. ∫ ݁ଶ௫ sin 6ݔ ݀ݔ. 
27. ∫
ௗ௫
଺ ୡ୭ୱ ௫ା଻ୱ୧୬ ௫ିସ
.   28. ∫
ௗ௫





݀ݔ.   31. ∫ sin଻ 2ݔ ݀ݔ. 































݀ݔ   2. ∫ ቀ5ݔ଼ +
ଽ
ୱ୧୬మ ௫





























































21. ∫(4ݔ − 8) sin 3ݔ ݀ݔ.  22. ∫ ݔଶ݁ଶ௫ିହ݀ݔ. 








.   28. ∫
ௗ௫





݀ݔ.   30. ∫ sinସ 4ݔ cosଷ 4ݔ ݀ݔ. 
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Тема 12 «Визначений інтеграл та його застосування» 
 
 В цьому розділі будемо працювати з визначеними, 
невласними інтегралами. За формулою Ньютона - Лейбніца 
навчимося обчислювати їх, спираючись на отримані навички у 
знаходженні первісних функцій. Ознайомимося з деякими 
застосуваннями визначних інтегралів під час розв’язання 
геометричних задач. Перед розв’язанням завдання пропонуємо 
повторити теоретичний матеріал, який міститься у розділах 
8.9 - 8.15 Посібника «Вища математика. Модуль 2». 
 
Приклади розв’язання типового варіанта 
 







Розв’язання. За формулою Ньютона - Лейбніца (8.44): 
∫ ݂(ݔ)݀ݔ
௕
௔ = ܨ(ݔ) อ
ܾ
ܽ
= ܨ(ܾ) − ܨ(ܽ). 
Для того, щоб обчислити визначені інтеграли, ми спочатку 
повинні знайти первісні. У цьому прикладі ми це можемо 






ଵ = ∫ ቀ3ݔ





ଵ =  
= (ݔଷ − 3ݔଶ + 13 ln ݔ) ቚ3
1
= 27 − 27 + 13 ln 3 − 1 + 3 − 13 ln1 =   
= 2+ 13 ln3; 
 
 б) ∫ ݁௫√݁௫ + 4݀ݔ
୪୬ ହ
଴ . 
Розв’язання. Для того, щоб знайти первісну, необхідно 
виконати заміну змінної. Звернемо вашу увагу на те, що 
процедура заміни змінної у визначеному інтегралі відрізняється 
від такої у невизначеному, а саме: у разі введення нової змінної 
ми зобов’язані замінити й границі інтегрування, обчислити 
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первісні з новими границями, до старої змінної, зрозуміло, 
повертатися не потрібно. 
∫ ݁௫√݁௫ + 4݀ݔ
୪୬ ହ
଴ = ൦
ݑ = ݁௫ + 4
݀ݑ = ݁௫݀ݔ
ݑн = ݁଴ + 4 = 1 + 4 = 5
ݑв = ݁୪୬ ହ + 4 = 5 + 4 = 9
൪ = ∫ √ݑ݀ݑ
ଽ





























 Розв’язання. Виділимо повний квадрат, знайдемо 































 г) ∫ lnଶ ݔ ݀ݔ
௘
ଵ . 
Розв’язання. Інтегруємо частинами (8.48): 







ݑ = lnଶ ݔ
݀ݒ = ݀ݔ
݀ݑ = 2 ln ݔ ∙
ௗ௫
௫




= ݔ ∙ lnଶ ݔ ቚ
݁




ଵ =  
= ݔ ∙ lnଶ ݔ ቚ
݁
1 − 2∫ ln ݔ ݀ݔ
௘
ଵ = ൦






൪ = ݁ ∙ lnଶ ݁ −   
−1 ∙ lnଶ 1 − 2ቀݔ ∙ ln ݔ ቚ
݁





ቁ = ݁ − 2݁ ∙ ln ݁ +  
+2 ∙ ln 1 + 2ݔ ቚ
݁
1 = ݁ − 2݁ + 2݁ − 2 = ݁ − 2.  
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Розв’язання. Інтеграл невласний. Функція потерпає 
розрив на верхній границі. Для знаходження первісної, виділимо 













଴ =  
= ൦
ݑ = ݔ − 2
݀ݑ = ݀ݔ
ݑн = 0− 2 = −2








































ln 3 = ∞. 








Розв’язання. Інтеграл невласний із нескінченими 





































; 			sin ݐ =
ଵ
ஶ








































Ми отримали	 кінцеве значення	 	 ⇒	 	 невласний інтеграл 
збігається. 
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 3. Обчислити площу фігури: 
а) обмеженої параболою ݕ = ݔଶ і прямою ݕ = 4 − 3ݔ. 
Розв’язання. Побудуємо фігуру (рис. 12.1). Знайдемо 
точки перетину кривих, для цього розв’яжемо систему рівнянь 
 
൜ ݕ = ݔ
ଶ								
ݕ = 4 − 3ݔ;
          
ݔଶ = 4 − 3ݔ;										
ݔଶ + 3ݔ − 4 = 0;		
ݔଵ = −4;			ݔଶ = 1.
 
Отже, точки перетину ݔଵ = −4 і ݔଶ = 1.  
 Обчислимо площу за формулою 
(8.58): 
ܵ = ∫ [ ଶ݂(ݔ) − ଵ݂(ݔ)]݀ݔ
௕
௔ =  
   = ∫ (4 − 3ݔ − ݔଶ)݀ݔ
ଵ
ିସ = 























б) обмеженою першою аркою циклоїди ൜
ݔ = ݐ − sin ݐ
ݕ = 1 − cos ݐ та 
прямою ݕ ≥ 1. 











Знайдемо точки перетину циклоїди та прямої. Для цього 







 2ߨ O 
y 
y=1 














Скористаємося формулою (8.64). Для цього знайдемо похідну: 
ݔ௧
ᇱ = (ݐ − sin ݐ)ᇱ = 1 − cos ݐ, 
підставимо у формулу: 






















































































+ 4 (одଶ);  
 
 в) кардіоїди ߩ = 2(1 + cos ߮). 



















∙ 4 ∫ (1 + cos ߮)ଶ
ଶగ
଴ ݀߮ =  
2 
4 
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= 2∫ (1 + cos ߮ + cosଶ ߮)
ଶగ
଴ ݀߮ = 2∫ ݀߮
ଶగ
଴ +  
+2∫ cos ߮݀߮
ଶగ
଴ + ∫ (1 + cos 2߮)݀߮
ଶగ











= 4ߨ + 2ߨ = 6ߨ (одଶ).  
 
4. Обчислити довжину дуги: 
a) кривої ݕ = arcsin ݁ି௫ між точками з абсцисами 
0 ≤ ݔ ≤ 1. 
Розв’язання. Для обчислення довжини дуги, 
скористаємося формулою (8.63). До підстановки у формулу 




































ݑн = 1 − 1 = 0








































ฬ (од. );  
 
 б) кола ݔ = 5 cos ݐ , ݕ = 5 sin ݐ. 
Розв’язання. Для обчислення довжини дуги 
скористаємося формулою (8.64). До підстановки у формулу 
виконаємо попередні обчислення, а саме: 





= (−5 sin ݐ)ଶ + (5 cos ݐ)ଶ = 25;  





݀ݐ = 5∫ ݀ݐ
ଶగ
଴ = 5ݐ ቚ
2ߨ
0
= 10ߨ (од. );  
Збірник тестових завдань з вищої математики. Модуль 2 
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 в) лінії ߩ = 2 sin3 ఝ
ଷ




Розв’язання: Для обчислення довжини дуги 
скористаємося формулою (8.65). Для цього знайдемо 
похідну та виконаємо необхідні перетворення: 















































ܮ = ∫ ඥ(ߩᇱ)ଶ + ߩଶ݀߮
ఉ






଴ =  



































 (од. )  
 
 5. Обчислити об’єм тіла обертання фігури, обмеженої 
лініями ݕ = ݁௫ , ݕ = ݁
ೣ
మ ,			ݔ = ln 2 навколо осі ܱݔ. 
Розв’язання. Знайдемо точку перетину ліній, які 






;         ݁௫ = ݁
ೣ
మ; 				݁௫ − ݁
ೣ
మ = 0;			݁௫ ቀ1 − ݁ି
ೣ
మቁ = 0;  





= 0; 					ݔ = 0.  
 За формулою (8.68) маємо: 




଴ ݀ݔ = ߨ ∫ (݁
ଶ௫ − ݁௫)݀ݔ
୪୬ ଶ
଴ =  
   = ߨ ቀ
ଵ
ଶ





݁ଶ ୪୬ ଶ − ݁୪୬ ଶ −
ଵ
ଶ
+ 1ቁ =  
   = ߨ ቀ
ଵ
ଶ






 (одଷ).  
Збірник тестових завдань з вищої математики. Модуль 2 
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 6. Обчислити площу поверхні, утвореної обертанням  
лінії ݔ = ݁௧ sin ݐ ,			ݕ = ݁௧ cos ݐ при ݐ ∈ ቂ0;
గ
ଶ
ቃ навколо осі ܱݕ. 
Розв’язання. Обчислимо шукану площу за формулою 
(8.71). Для цього знайдемо похідні та виконаємо необхідні 
перетворення: 
ݔ௧
ᇱ = ݁௧ sin ݐ + ݁௧ cos ݐ = ݁௧(sin ݐ + cos ݐ);  
ݕ௧
ᇱ = ݁௧ cos ݐ − ݁௧ sin ݐ = ݁௧(cos ݐ − sin ݐ); 
(ݔ௧
ᇱ)ଶ + (ݕ௧
ᇱ)ଶ = ݁ଶ௧[(sin ݐ + cos ݐ)ଶ + (cos ݐ − sin ݐ)ଶ] =  
= ݁ଶ௧(sinଶ ݐ + 2 sin ݐ cos ݐ + cosଶ ݐ + cosଶ ݐ − 2 sin ݐ cos ݐ +  
+sinଶ ݐ) = 2݁ଶ௧(sinଶ ݐ + cosଶ ݐ) = 2݁ଶ௧ .  
 Підставимо у формулу: 






      = 2ߨ ∫ ݁௧ sin ݐ ∙ √2݁௧݀ݐ
ഏ
మ
଴ = 2√2ߨ ∫ ݁
ଶ௧ sin ݐ ݀ݐ
ഏ
మ
଴ =  
для знаходження первісної потрібно інтегрувати цей вираз 
частинами двічі (це «повернений» інтеграл) 
= ൤ ݑ = ݁
ଶ௧ ݀ݑ = 2݁ଶ௧݀ݐ
݀ݒ = sin ݐ ݀ݐ ݒ = −cos ݐ









ݑ = ݁ଶ௧ ݀ݑ = 2݁ଶ௧݀ݐ
݀ݒ = cos ݐ ݀ݐ ݒ = sin ݐ
൨ =  




− 8√2ߨ ∫ ݁ଶ௧ sin ݐ ݀ݐ
ഏ
మ
଴ =  




Розв’яжемо лінійне рівняння відносно невідомого інтегралу. 
Для цього перепишемо 













1. Обчислити визначені інтеграли: 






















଴ ;    б) ∫ ݔ ln ݔ ݀ݔ
ଵ
଴ . 
3. Обчислити площу: 
а) фігури, обмеженої параболою ݕ = ݔଶ і прямою ݕ = ݔ + 2; 








4. Обчислити довжину дуги: 


















5. Обчислити об’єм тіла обертання фігури, обмеженої 
лініями ݕ = ݔଷ , ݕ = 4ݔ навколо осі ܱݔ. 
6.  Обчислити площу поверхні, утвореної обертанням  
параболи ݕଶ = 8ݔ навколо осі ܱݔ від вершини до точки з 
абсцисою ݔ = 6. 
  





1. Обчислити визначені інтеграли: 































3. Обчислити площу фігури: 
а) обмеженої параболою ݕ = ݔଶ і прямою ݕ = ݔ − 6; 
б) еліпса ݔ = cos ݐ ,			ݕ = 2 sin ݐ; 
в) обмеженої лінією ߩ = 3 sin 2߮. 
4. Обчислити довжину дуги: 







б) евольвенти кола ݔ = 5(cos ݐ + ݐ sin ݐ), ݕ = 5(sin ݐ − ݐ cos ݐ)  
    (від ݐଵ = 0 до ݐଶ = ߨ); 
в) гіперболічної спіралі ߩ߮ = 1 (від ߮ଵ =
ଷ
ସ




5. Обчислити об’єм тіла обертання фігури, обмеженої 
лініями ݕ = ݔହ , ݕ = √ݔ навколо осі ܱݕ.	 
6. Обчислити площу поверхні, утвореної обертанням 




቉ навколо осі ܱݔ. 
  





1. Обчислити визначені інтеграли: 




















;    г) ∫ ln(3ݔ + 1) ݀ݔ
ଶ
଴ . 












3. Обчислити площу фігури: 
а) обмеженої лініями ݕ = √ݔ,			ݔݕ = 1 і прямою ݔ = 4; 
б) петлі лінії ݔ = 3ݐଶ ,			ݕ = 3ݐ − ݐଷ; 




4. Обчислити довжину дуги: 
а) кривої ݕ = ln
଺
௫మିଵ
 між точками з абсцисами 2 ≤ ݔ ≤ 3; 
б) трактриси ݔ = 2 ቀcos ݐ + ln tg
௧
ଶ
ቁ ; 		ݕ = 2 sin ݐ між точками  







в) лінії ߩ = 6 sinଷ
ఝ
ଷ




5. Обчислити об’єм тіла обертання фігури, обмеженої 
лініями ݕ = ݔଶ , ݕ = 3ݔ + 4 навколо осі ܱݕ. 
6. Обчислити площу поверхні, утвореної обертанням 
лінії 9ݕଶ = ݔ(3 − ݔ)ଶ при ݔ ∈ [0; 3] навколо осі ܱݔ. 
  





1. Обчислити визначені інтеграли: 















଴ ;    г) ∫ ݔ	 logଶ ݔ ݀ݔ
ଶ
ଵ . 











3. Обчислити площу фігури: 
а) обмеженої параболою ݕ = ݔଶ + 4ݔ і прямою ݕ = ݔ + 4; 
б) астроїди ݔ = 4cosଷݐ; 	ݕ = 3sinଷݐ; 




4. Обчислити довжину дуги: 















5. Обчислити об’єм тіла обертання фігури, обмеженої 
лініями ݕ = ݔଶ , ݕ = 2ݔ + 3 навколо осі ܱݔ. 
6. Обчислити площу поверхні, утвореної обертанням 
ліній ݕ = ݔଶ; 		ݔݕ − 1; 		ݔ = 0; 		ݕ = 4 навколо осі ܱݕ. 
  

























2. Обчислити невласні інтеграли (або довести їхню 
розбіжність): 
а) ∫ arctg ݔ ݀ݔ
ஶ





3. Обчислити площу фігури: 
а) обмеженої параболою ݕ = 3 − 2ݔ − ݔଶ і віссю абсцис; 
б) еліпса ݔ = 4 cos ݐ ; 			ݕ = 8 sin ݐ; 
в) обмеженої лінію ߩ = 5 sin 2߮. 
4. Обчислити довжину дуги: 




మ  між точками з абсцисами −2 ≤ ݔ ≤ 2; 
б) арки циклоїди ݔ = 4(ݐ − sin ݐ); 		ݕ = 4(1 − cos ݐ); 
в) лінії ߩ = 6 sinସ
ఝ
ସ
 між точками з ߮ ∈ [0; ߨ]. 
5. Обчислити об’єм тіла обертання фігури, обмеженої 
лініями ݔଶ = ݕ + 4, ݕ = 0 навколо осі ܱݔ. 
6. Обчислити площу поверхні, утвореної обертанням 
кола ݔଶ + ݕଶ = 9 при ݕ ∈ [−2; 1] навколо осі ܱݕ. 
 
  





1. Обчислити визначені інтеграли: 
а) ∫ (݁௫ + 5)ସ݁௫݀ݔ
ଵ






























3. Обчислити площу фігури: 
а) обмеженої параболами 9ݕ = ݔଶ  і ݕଶ = 9ݔ; 
б) астроїди ݕ = 7cosଷݐ; 	ݕ = 2sinଷݐ; 
в) обмеженої трактрисою ݔ = 3 ቀcos ݐ + ln tg
௧
ଶ
ቁ ; 		ݕ = 3 sin ݐ та  
    віссю абсцис. 
4. Обчислити довжину дуги: 
а) кривої ݕ =
ଶ
ଷ
ඥ(ݔ − 1)ଷ між точками з абсцисами 1 ≤ ݔ ≤ 9; 
б) кола ݔ = 9 cos ݐ ; 			ݕ = 9 sin ݐ; 




5. Обчислити об’єм тіла обертання фігури, обмеженої 
лініями ݕ = ݔଶ , ݕ =
௫మାଵ
ଶ
 навколо осі ܱݔ. 
6. Обчислити площу поверхні, утвореної обертанням 
ліній ݕ = 6ݔ − ݔଶ; 			ݔ + ݕ − 6 = 0 навколо осі ܱݔ. 
  
















в) ∫ ݁ୱ୧୬ గ௫ cos ߨݔ ݀ݔ
భ
మ




















3. Обчислити площу фігури: 
а) обмеженої лініями ݕଶ = 2ݔ + 1 і ݔ − ݕ − 1 = 0; 
б) петлі ݔ = ݐଶ − 1; 			ݕ = ݐଷ − ݐ; 
в) обмеженої лінією ߩ = 2 cos 5߮. 
4. Обчислити довжину дуги: 
а) кривої ݕ = ln ݔ між точками з абсцисами √3 ≤ ݔ ≤ √8; 
б) лінії ݔ = (ݐଶ − 2) sin ݐ + 2ݐ cos ݐ, ݕ = (2 − ݐଶ) cos ݐ + 2ݐ sin ݐ   
     від точки ݐଵ = 0 до точки ݐଶ = ߨ; 




5. Обчислити об’єм тіла обертання фігури, обмеженої 
лініями ݕଶ = 16ݔ, ݕ = 4ݔ навколо осі ܱݔ. 
6. Обчислити площу поверхні, утвореної обертанням 
ліній ݕ = ݔଷ , ݔ = 0, ݔݕ = 1, ݕ = 2 навколо осі ܱݔ. 
  





1. Обчислити визначені інтеграли: 
а) ∫ √1 + ݔ݀ݔ
ଵ





в) ∫ sinଷ ݔ cosସ ݔ ݀ݔ
ഏ
మ
଴ ;   г) ∫ ݔ ln(ݔ + 3) ݀ݔ
ଵ
଴ . 














3. Обчислити площу фігури: 
а) обмеженої лініями ݕ = ݔସ − 2ݔଶ і ݕ = 0; 
б) кардіоїди ݔ = 5(2 cos ݐ − cos 2ݐ), ݕ = 5(2 sin ݐ − sin2ݐ); 




4. Обчислити довжину дуги: 
а) кривої ݕ = 2√ݔ між точками з абсцисами 0 ≤ ݔ ≤ 1; 
б) евольвенти кола ݔ = 2(cos ݐ + ݐ sin ݐ), ݕ = 2(sin ݐ − ݐ cos ݐ)  
    (від ݐଵ = 0 до ݐଶ = ߨ); 
в) лінії ߩ = 7 sinହ
ఝ
ହ




5. Обчислити об’єм тіла обертання фігури, обмеженої 
лініями ݔݕ = 4, ݕ = 1, ݕ = 4, ݔ = 0 навколо осі ܱݕ. 
6. Обчислити площу поверхні, утвореної обертанням 
ліній ݕ = ݔଷ ,			ݕ = √ݔ навколо осі ܱݔ. 
  



































଴ ;   б) ∫ ln ݔ ݀ݔ
ଵ
଴ . 
3. Обчислити площу фігури: 
а) обмеженої параболою ݕ = ݔଶ − 2ݔ і прямими ݕ = 0,		 ݔ = 1,  
    ݔ = 3; 
б) астроїди ݕ = 4cosଷݐ; 	ݕ = 6sinଷݐ; 




4. Обчислити довжину дуги: 
а) кривої ݕ = ݔ
య
మ між точками з абсцисами 0 ≤ ݔ ≤ 1; 
б) лінії ݔ = (ݐଶ − 2) sin ݐ + 2ݐ cos ݐ; ݕ = (2 − ݐଶ) cos ݐ + 2ݐ sin ݐ  




в) кардіоїди ߩ = 5(1 + cos ߮). 
5. Обчислити об’єм тіла обертання фігури, обмеженої 
лініями ݕ = ݔଶ , ݕ = 4ݔ − ݔଶ  навколо осі ܱݔ. 
6. Обчислити площу поверхні, утвореної обертанням 
лінії ݔ = ݁௧ sin ݐ ,			ݕ = ݁௧ cos ݐ від ݐଵ = 0 до ݐଶ =
గ
ଶ
 навколо осі 
ܱݕ. 
  





1. Обчислити визначені інтеграли: 


































3. Обчислити площу фігури: 
а) обмеженої лініями ݕ = 3ݔଷ − ݔ і ݕ = 2ݔ; 
б) обмеженої однією аркою циклоїди ݔ = 3(ݐ − sin ݐ);  
    ݕ = 3(1 − cos ݐ); 
в) лемініскати Бернулі (ݔଶ + ݕଶ)ଶ = 4(ݔଶ − ݕଶ), попередньо  
    треба перейти до полярної системи координат. 
4. Обчислити довжину дуги: 







б) евольвенти кола ݔ = 5(cos ݐ + ݐ sin ݐ), ݕ = 5(sin ݐ − ݐ cos ݐ)  




в) лінії ߩ = 5 sinଷ
ఝ
ଷ




5. Обчислити об’єм тіла обертання фігури, обмеженої 
лініями ݔݕ = 6, ݕ = 1, ݕ = 6, ݔ = 0 навколо осі ܱݕ. 
6. Обчислити площу поверхні, утвореної обертанням 







యቁ між точками ݔଵ = 0 і ݔଶ = 3 
навколо осі ܱݔ.  
















в) ∫ cosଶ ݔ ݀ݔ
ഏ
మ
















3. Обчислити площу фігури: 
а) обмеженої параболою ݕ = ݔଶ і прямою ݕ = 3ݔ + 4; 
б) кардіоїди ݔ = 2 cos ݐ − cos 2ݐ , ݕ = 2 sin ݐ − sin 2ݐ 
в) обмеженої лінією (ݔଶ + ݕଶ)ଷ = 4ݔݕ(ݔଶ − ݕଶ). Перед  
    інтегруванням перейти до полярної системи координат. 
4. Обчислити довжину дуги: 




б) трактриси ݔ = 2 ቀcos ݐ + ln tg
௧
ଶ
ቁ ; 		ݕ = 2 sin ݐ між точками  




в) гіперболічної спіралі ߩ߮ = 1 від точки ߮ଵ =
ଶ
ଷ
 до точки  




5. Обчислити об’єм тіла обертання фігури, обмеженої 
лініями 3ݕ = ݔଶ , 0 ≤ ݔ ≤ 2 навколо осі ܱݔ. 
6. Обчислити площу поверхні, утвореної обертанням 
кривої ݕ = 2√ݔ  при ݔ ∈ [1; 3] навколо осі ܱݔ.  

















в) ∫ cosହ ݔ ݀ݔ
ഏ
మ
଴ ;   г) ∫ ݔ
ସ ln ݔ ݀ݔ
௘
ଵ . 









3. Обчислити площу фігури: 
а) обмеженої лініями ݕ = √ݔ і ݕ = ݔହ; 
б) астроїди ݕ = cosଷݐ; 	ݕ = sinଷݐ; 
в) равликом Паскаля ߩ = 4(2 + cos ߮). 
4. Обчислити довжину дуги: 
а) кривої ݕ = ln
ହ
௫మିଵ
 між точками з абсцисами 2 ≤ ݔ ≤ 5; 
б) лінії ݔ = ݁௧(cos ݐ + sin ݐ); 			ݕ = ݁௧(cos ݐ − sin ݐ) від точки  




в) гіперболічної спіралі ߩ߮ = 1 від точки ߮ଵ =
ଶ
ଷ
 до точки  




5. Обчислити об’єм тіла обертання фігури, обмеженої 
лініями ݕ = ݔଶ , ݕ =
ଵ
௫
, ݔ = 1, ݔ = 2 навколо осі ܱݔ. 
6. Обчислити площу поверхні, утвореної обертанням 
тангенсоїди ݕ = tg ݔ від точки (0; 0) до точки ቀ
గ
ସ
; 1ቁ навколо осі 
ܱݔ.  
















в) ∫ sinଶ ݔ cosଷ ݔ ݀ݔ
ഏ
మ



















3. Обчислити площу фігури: 
а) обмеженої параболою ݕଶ = 4+ ݔ і прямою ݔ = 2; 
б) кардіоїди ݔ = 4 cos ݐ − 2 cos 2ݐ , ݕ = 4 sin ݐ − 2 sin2ݐ; 
в) лінії ߩ = 7 sinଷ
ఝ
ଷ




4. Обчислити довжину дуги: 
а) кривої ݕ = 2݁
ೣ
మ  між точками з абсцисами ln 3 ≤ ݔ ≤ ln 8; 




в) архимедової спіралі ߩ = 7߮ від початку до кінця першого  
    витка. 
5. Обчислити об’єм тіла обертання фігури, обмеженої 
лініями ݕ = ݔ, ݕ =
ଵ
௫
, ݕ = 2 навколо осі ܱݕ. 
6. Обчислити площу поверхні, утвореної обертанням 
параболи ݕଶ = 12ݔ від вершини до точки з абсцисою ݔ = 9 
навколо осі ܱݔ. 
  























ଵ ;    г) ∫ ݔ
ଶ sin ݔ ݀ݔ
గ
଴ . 











3. Обчислити площу фігури: 
а) обмеженої лініями ݕ = ln ݔ, ݕ = ݁௫ , ݔ = 0, ݔ = 2, ݕ = 0; 
б) еліпса ݔ = 2 cos ݐ , ݕ = sin ݐ. 
в) фігури ߩ = 4 sinଷ
ఝ
ଷ




4. Обчислити довжину дуги: 
а) кривої ݕ =
௫మ
ଶ
 між точками з абсцисами 0 ≤ ݔ ≤ 1; 
б) евольвенти кола ݔ = 7(cos ݐ + ݐ sin ݐ),	 ݕ = 7(sin ݐ − ݐ cos ݐ)  
    при ݐ ∈ [0; ߨ]; 
в) спіралі ߩ = 6߮ при ݐ ∈ [0; 5]. 
5. Обчислити об’єм тіла обертання фігури, обмеженої 
лініями ݕ = ݔଷ , ݕ = √ݔ навколо осі ܱݔ. 
6. Обчислити площу поверхні катеноїда, утвореного 







ఱቁ навколо осі ܱݔ при 
0 ≤ ݔ ≤ 5. 
  








































3. Обчислити площу фігури: 
а) обмеженої параболою ݕ = ݔଶ і прямою ݕ = 2ݔ + 3; 
б) обмеженої аркою циклоїди ݔ = 4(ݐ − sin ݐ), ݕ = 4(1 − cos ݐ)  
    та віссю абсцис; 
в) обмеженої гіперболічною спіраллю ߩ߮ = 3 при ߮ ∈ [0; 1]. 
4. Обчислити довжину дуги: 











в) кардіоїди ߩ = 8(1 + cos ߮). 
5. Обчислити об’єм тіла обертання фігури, обмеженої 
лініями ݕ = ݔଶ , ݕ = 3 − 2ݔ навколо осі ܱݔ. 
6. Обчислити площу поверхні, утвореної обертанням 
тангенсоїди ݕ = tg ݔ від точки ݔ = 0 до точки ݔ =
గ
଺
 навколо осі 
ܱݔ. 
  


























2. Обчислити невласні інтеграли (або довести їхню 
розбіжність): 
а) ∫ arctg ݔ ݀ݔ
ஶ





3. Обчислити площу фігури: 
а) обмеженої параболою ݕ = ݔଶ − 4 і прямою ݕ = 0; 
б) астроїди ݔ = 7 cosଷ ݐ , ݕ = 5 sinଷ ݐ; 




4. Обчислити довжину дуги: 




б) трактриси ݔ = 5 ቀcos ݐ + ln tg
௧
ଶ
ቁ ; 		ݕ = 5 sin ݐ між точками з  




в) лінії ߩ = 2 sinସ
ఝ
ସ




5. Обчислити об’єм тіла обертання фігури, обмеженої 
лініями ݕ = 3 − ݔଶ , ݕ = ݔଶ + 1 навколо осі ܱݔ. 
6. Обчислити площу поверхні, утвореної обертанням 























ଵ ;    г) ∫ (ݔ − 1) sinߨݔ ݀ݔ
ଶ
ିଶ . 
2. Обчислити невласні інтеграли (або довести їхню 
розбіжність): 
а) ∫ arcctg ݔ ݀ݔ
ஶ





3. Обчислити площу фігури: 
а) обмеженої лініями ݕ = √1 − ݔ, ݕ = ݔ + 1 і ݕ = 0; 
б) петлі лінії ݔ = 3ݐଶ , ݕ = 3ݐ − ݐଷ; 
в) обмеженої лінією ߩଶ = 4cos 2߮. 
4. Обчислити довжину дуги: 
а) кривої ݕ = √ݔ між точками з абсцисами 0 ≤ ݔ ≤ 9; 
б) лінії ݔ = (ݐଶ − 2) sin ݐ + 2ݐ cos ݐ, ݕ = (2 − ݐଶ) cos ݐ + 2ݐ sin ݐ  
    від ݐ = 0 до ݐ = ߨ; 
в) другого витка архімедової спіралі ߩ = 8߮. 
5. Обчислити об’єм тіла обертання фігури, обмеженої 
лініями ݔ = ݕଶ, ݔݕ = 8, ݔ = 0, ݕ = 4 навколо осі ܱݕ. 
6. Обчислити площу веретеноподібної поверхні, 
утвореної обертанням одної арки синусоїди ݕ = sin ݔ навколо 
осі абсцис. 
  


































3. Обчислити площу фігури: 
а) обмеженої параболами ݕ = ݔଶ і ݕ = 4ݔ − ݔଶ; 
б) петлі цепної лінії ݔ = ݐଶ − 1, ݕ = ݐଷ − ݐ; 
в) обмеженої лінією ߩ = 5 sin 2߮. 
4. Обчислити довжину дуги: 
а) кривої ݕ = ln ݔ між точками з абсцисами 1 ≤ ݔ ≤ √3; 
б) лінії ݔ = ݐ − sin ݐ , ݕ = 1 − cos ݐ; 
в) гіперболічної спіралі ߩ߮ = 1 від ߮ =
ହ
଻




5. Обчислити об’єм тіла обертання фігури, обмеженої 
лініями ݕ = sin ݔ , ݕ = 0 при 0 ≤ ݔ ≤ ߨ навколо осі ܱݔ. 
6. Обчислити площу поверхні, утвореної обертанням 
навколо осі абсцис петлі лінії 9ݕଶ = ݔ(3 − ݔ)ଶ. 
  





















଴ ;    г) ∫ ݔ










଴ ;    б) ∫ ln(ݔ + 1) ݀ݔ
଴
ିଵ . 
3. Обчислити площу фігури: 
а) обмеженої лініями ݕ = 2 − ݔସ і ݕ = ݔଶ; 
б) астроїди ݔ = 4 cosଷ ݐ , ݕ = sinଷ ݐ; 
в) обмеженої равликом Паскаля ߩ = 6(2 + cos ߮). 
4. Обчислити довжину дуги: 
а) кривої ݕଶ = 5ݔଷ між точкамиз абсцисами 0 ≤ ݔ ≤ 1; 
б) евольвенти кола ݔ = 3(cos ݐ + ݐ sin ݐ),	 ݕ = 3(sin ݐ − ݐ cos ݐ)  
    при ݐ ∈ [0; ߨ]; 
в) лінії ߩ = 2 sin଺
ఝ
଺




5. Обчислити об’єм тіла обертання фігури, обмеженої 
лініями ݕ = √6ݔ, ݕ = √16 − ݔଶ , ݔ = 0 навколо осі ܱݔ. 
6. Обчислити площу поверхні, утвореної обертанням 
дуги кола ݔଶ + ݕଶ = 9 при ݔ ∈ [−2; 1] навколо осі ܱݔ. 
  















в) ∫ ݔଶ√9 − ݔଶ
ଷ















3. Обчислити площу фігури: 
а) обмеженої параболами ݕ = (ݔ + 1)ଶ і ݕଶ = ݔ + 1; 
б) обмеженої лінією ݔ = 5݁௧ sin ݐ , ݕ = 5݁௧ cos ݐ між точками з  




в) обмеженої лінією ߩ = cos 5߮. 
4. Обчислити довжину дуги: 







б) астроїди ݔ = 3 cosଷ ݐ , ݕ = 3 sinଷ ݐ; 
в) кардіоїди ߩ = 7(1 + cos ߮). 




ݔଶ − 2ݔ, ݕ = 0 навколо осі ܱݔ. 
6. Обчислити площу поверхні, утвореної обертанням 
кола ݔ = 5 cos ݐ , ݕ = 5 sin ݐ навколо осі ординат. 
  





1. Обчислити визначені інтеграли: 










в) ∫ cosଷ ݔ sinଶ ݔ ݀ݔ
ഏ
మ
















3. Обчислити площу фігури: 
а) обмеженої параболою ݕଶ = 16ݔ і прямою ݕ = 4ݔ; 
б) кардіоїди ݔ = 6 cos ݐ − 3 cos 2ݐ , ݕ = 6 sin ݐ − 3 sin2ݐ; 
в) між першим та другим витками спіралі Архімеда ߩ = 8߮. 
4. Обчислити довжину дуги: 
а) кривої ݕ =
ଶ
ଷ
ඥ(ݔ − 5)ଷ між точками з абсцисами 5 ≤ ݔ ≤ 9; 
б) кола ݔ = 4 cos ݐ , ݕ = 4 sin ݐ; 
в) лінії ߩ = 5 sinଷ
ఝ
ଷ




5. Обчислити об’єм тіла обертання фігури, обмеженої 
лініями ݕ = √ݔ − 1, ݕ = 0, ݔ = 5 навколо осі ܱݔ. 
6. Обчислити площу поверхні, утвореної обертанням 
кубічної параболи 3ݕ − ݔଷ = 0 при ݔ ∈ [0; 1] навколо осі 
абсцис. 
  





































3. Обчислити площу фігури: 




б) обмеженої однією аркою циклоїди ݔ = 6(ݐ − sin ݐ),  
    ݕ = 6(1 − cos ݐ) і віссю ординат; 




4. Обчислити довжину дуги: 
а) кривої ݕ =
௫మ
ଶ
 між точками з абсцисами 0 ≤ ݔ ≤ 1; 




в) лінії ߩ = 3 sinସ
ఝ
ସ




5. Обчислити об’єм тіла обертання фігури, обмеженої 
лініями ݕ = ln ݔ , ݕ = 0, ݔ = ݁ навколо осі ܱݔ. 
6. Обчислити площу поверхні, утвореної обертанням 
астроїди ݔ = 2 cosଷ ݐ , ݕ = 2 sinଷ ݐ навколо осі ܱݕ. 
  















в) ∫ √1 − ݔଶ݀ݔ
ଵ


















3. Обчислити площу фігури: 
а) обмеженої параболою ݕ = ݔଶ і прямою ݕ = 3 − 2ݔ; 
б) обмеженої лінією ݔ = 7 cosହ ݐ , ݕ = 7 sinହ ݐ; 
в) третього витка архімедової спіралі ߩ = 3߮. 
4. Обчислити довжину дуги: 
а) кривої ݕ = 4√ݔ між точками з абсцисами 0 ≤ ݔ ≤ 9; 
б) евольвенти кола ݔ = 5(cos ݐ + ݐ sin ݐ),	 ݕ = 5(sin ݐ − ݐ cos ݐ)  
    при ݐ ∈ [0; ߨ]; 







5. Обчислити об’єм тіла обертання фігури, обмеженої 
лініями ݕ = −ݔଶ + 4, ݕ = ݔଶ , ݕ = 0 навколо осі ܱݔ. 
6. Обчислити площу поверхні, утвореної обертанням 
кубічної параболи ݕ = ݔଷ при ݔ ∈ [0; 1] навколо осі ܱݔ. 
  




















в) ∫ cosଶ ݔ ݀ݔ
ഏ
ర
଴ ;   г) ∫ ݔ arctg ݔ ݀ݔ
√ଷ
଴ . 











3. Обчислити площу фігури: 
а) обмеженої лініями ݕ = 1 − ݔଶ, ݕ = ݔ і ݕ = 0; 
б) обмеженої лінією ݔ = 2݁௧ sin ݐ , ݕ = 2݁௧ cos ݐ між точками з  
    0 ≤ ݐ ≤ ߨ; 
в) обмеженої лінією ߩ = 5 sinଷ
ఝ
ଷ




4. Обчислити довжину дуги: 
а) кривої ݕ =
௘ೣା௘షೣ
ଶ
 між точками з абсцисами −1 ≤ ݔ ≤ 1; 
б) лінії ݔ = (ݐଶ − 2) sin ݐ + 2ݐ cos ݐ, ݕ = (2 − ݐଶ) cos ݐ + 2ݐ sin ݐ  




в) лінії ߩ = 2 sin଺
ఝ
଺
 від ߮ = 0 до ߮ = 3ߨ. 
5. Обчислити об’єм тіла обертання фігури, обмеженої 
лініями ݕଶ = 9ݔ, ݔଶ = 9ݕ навколо осі ܱݕ. 
6. Обчислити площу поверхні, утвореної обертанням 
астроїди ݔ = 7 cosଷ ݐ , ݕ = 7 sinଷ ݐ навколо осі ординат.  
  





1. Обчислити визначені інтеграли: 
а) ∫ ݔ√1 − ݔ3 ݀ݔ
ଽ



























3. Обчислити площу фігури: 
а) обмеженої параболою ݕ = 3 + 2ݔ − ݔଶ і прямою ݕ = ݔ + 1; 
б) еліпса ݔ = 6 cos ݐ , ݕ = 8 sin ݐ; 




4. Обчислити довжину дуги: 




б) трактриси ݔ = 4 ቀcos ݐ + ln tg
௧
ଶ
ቁ ; 		ݕ = 4 sin ݐ між точками  




в) кардіоїди ߩ = 4(1 + cos ߮) 
5. Обчислити об’єм тіла обертання фігури, обмеженої 
лініями ݕଶ = 4ݔ, ݕ = 0, ݔ = 4 навколо осі ܱݔ. 
6. Обчислити площу поверхні, утвореної обертанням 
тангенсоїди ݕ = tg ݔ між точками ݔ ∈ ቂ0;
గ
଺
ቃ навколо осі ܱݔ. 
  





1. Обчислити визначені інтеграли: 
а) ∫ √1 − ݔଶ݀ݔ
ଵ
















;    г) ∫ ݔ logଶ ݔ ݀ݔ
ଶ
ଵ . 











3. Обчислити площу фігури: 
а) обмеженої параболами ݕ = ݔଶ і ݕ = √ݔ; 
б) обмеженої однією аркою циклоїди ݔ = 3(ݐ − sin ݐ),  
    ݕ = 3(1 − cos ݐ) та віссю ординат; 
в) обмеженої лінією ߩ = 8 cos 2߮. 
4. Обчислити довжину дуги: 
а) кривої ݕ = ln ݔ між точками з абсцисами 1 ≤ ݔ ≤ √3; 




в) лінії ߩ = sinହ
ఝ
ହ




5. Обчислити об’єм тіла обертання фігури, обмеженої 
лініями ݕ = 2ݔ − ݔଶ , ݕ = 0 навколо осі ܱݔ. 
6. Обчислити площу веретеноподібної поверхні, 
утвореної обертанням косинусоїди ݕ = cos ݔ навколо осі ܱݔ. 
  
































ଶ ;    б) ∫ ݔ ln(ݔ − 1) ݀ݔ
ଶ
ଵ . 
3. Обчислити площу фігури: 
а) обмеженої параболою ݕ = −ݔଶ + 4ݔ − 3 і прямою ݕ = 0; 
б) обмеженої однією аркою циклоїди ݔ = 5(ݐ − sin ݐ),  
     ݕ = 5(1 − cos ݐ) і віссю ординат; 
в) обмеженої логарифмічною спіраллю ߩ = 4݁ଷఝ  і прямою  




4. Обчислити довжину дуги: 
а) кривої ݕଶ = ݔଷ  між точками з абсцисами 0 ≤ ݔ ≤ 4; 
б) евольвенти кола ݔ = 3(cos ݐ + ݐ sin ݐ),	 ݕ = 3(sin ݐ − ݐ cos ݐ)  




в) лінії ߩ = 2 sinସ
ఝ
ସ




5. Обчислити об’єм тіла обертання фігури, обмеженої 
лініями ݕ = ݔଶ , ݔݕ = 8, ݕ = 0, ݔ = 4 навколо осі ܱݔ. 
6. Обчислити площу поверхні, утвореної обертанням 








































3. Обчислити площу фігури: 
а) обмеженої параболою 3ݕ = ݔଶ і прямими ݕ = 0, ݔ = 2; 
б) петлі лінії ݔ = ݐଶ − 1, ݕ = ݐଷ − ݐ; 
в) обмеженої равликом Паскаля ߩ = 6(2 + cos ߮). 
4. Обчислити довжину дуги: 




б) астроїди ݔ = 8 cosଷ ݐ , ݕ = 8 sinଷ ݐ; 
в) архімедової спіралі ߩ = 2߮ від початку до кінця першого  
    витка. 
5. Обчислити об’єм тіла обертання фігури, обмеженої 
лініями ݔݕ = 4, ݕ = 0, ݔ = 3, ݔ = 12 навколо осі ܱݔ. 
6. Обчислити площу поверхні, утвореної обертанням 
лінії ݕ = ctg ݔ від точки ݔ =
గ
଺
 до точки ݔ =
గ
ସ
 навколо осі ܱݔ. 
  




































3. Обчислити площу фігури: 
а) обмеженої параболою ݕ = ݔଶ − 2 і прямою ݕ = 0; 
б) кардіоїди ݔ = 8 cos ݐ − 4 cos 2ݐ , ݕ = 8 sin ݐ − 4 sin2ݐ; 




4. Обчислити довжину дуги: 
а) кривої ݕ =
௫మ
ଶ
 між точками з абсцисами 0 ≤ ݔ ≤ 4; 
б) кола ݔ = 5 cos ݐ , ݕ = 5 sin ݐ; 







5. Обчислити об’єм тіла обертання фігури, обмеженої 
лініями ݕ = ݔଶ , ݕ =
ଵ
௫
, ݔ = 2 навколо осі ܱݔ. 
6. Обчислити площу поверхні, утвореної обертанням 







ళቁ навколо осі ܱݔ. 
  





1. Обчислити визначені інтеграли: 























଴ ;    б) ∫ ݔ ln(ݔ − 2) ݀ݔ
ସ
ଷ . 
3. Обчислити площу фігури: 
а) обмеженої лініями ݕ = 2ݔ − ݔଶ, ݕ = 2௫ , ݔ = 0, ݔ = 2; 
б) кола ݔ = 3 cos ݐ , ݕ = 3 sin ݐ; 




4. Обчислити довжину дуги: 
а) кривої ݕଶ = ݔଷ  між точками з абсцисами 0 ≤ ݔ ≤ 8; 
б) трактриси ݔ = 3 ቀcos ݐ + ln tg
௧
ଶ
ቁ ; 		ݕ = 3 sin ݐ між точками з  




в) кардіоїди ߩ = 4(1 + cos ߮). 
5. Обчислити об’єм тіла обертання фігури, обмеженої 
лініями ݕ = ݔଶ + 1, ݔ = ݕଶ + 1, ݕ = 0, ݔ = 0, ݔ = 2 навколо 
осі ܱݔ. 
6. Обчислити площу поверхні, утвореної обертанням 
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Тема 13 «Функції декількох змінних» 
 
 Цей розділ присвячено функції декількох змінних. Ми 
навчимося знаходити похідні та диференціал функцій декількох 
змінних, застосовувати їх у розв’язанні прикладних задач. 
Будемо досліджувати функції на екстремум, знаходити 
найбільше та найменше значення в замкненій області. Перед 
розв’язанням завдання пропонуємо повторити теоретичний 
матеріал, який міститься у розділі 9 Посібника «Вища 
математика. Модуль 2». 
 
Приклади розв’язання типового варіанту 
 





Розв’язання. Функція визначена на координатній 
площині крім точок, які обертають знаменник дробі к нуль, тому 
ݔଶ − ݕଶ ≠ 0;			(ݔ − ݕ)(ݔ + ݕ) ≠ 0   ⇒   ൜
ݔ − ݕ ≠ 0
ݔ + ݕ ≠ 0   ⇒   ቄ
ݕ ≠ ݔ
ݕ ≠ −ݔ. 
Звідси робимо висновок, що функція визначена на всій 
координатній площині за винятком точок, що належать прямим 
ݕ = ݔ та ݕ = −ݔ (бісектрисам першого-третього та другого-
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Розв’язання. Спробуємо розрізати задану поверхню 
площинами ݔ = ܿ݋݊ݏݐ. Маємо ܥ +
௬మ
ସ




= 8ݖ або ݖ =
௬మ
ଷଶ
 з вершиною в початку координат, 
гілки параболи спрямлені у бік зростання ординати симетрично 
відносно осі ординат. За всіма іншими значеннями ݔ = ܿ݋݊ݏݐ, 
які відрізняються від нуля теж маємо параболу, вершина якої 
зміщається у бік зростання аплікати. У разі «розрізання» 
поверхні площинами ݕ = ܿ݋݊ݏݐ приходимо к аналогічним 
висновкам. Якщо спробуємо розрізати поверхню площинами 
ݖ = ܿ݋݊ݏݐ (зауважимо, що мають сенс тільки додатні значення 












= 1 з 
великою віссю, яка співпадає з віссю абсцис, і малою віссю, яка 
співпадає з віссю ординат. При ݖ = 0 маємо точку – початок 
координат. Отже дослідження заданої поверхні дозволяє 
зробити висновок, що нам заданий еліптичний параболоїд. 
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3. Знайти частинні похідні та частинні диференціали 
функції ݖ = arctgඥݔ + ݕଷ. Записати повний 
диференціал функції. 
 
Розв’язання. Знайдемо частинні похідні функції двох 

































































4. Обчислити значення частинних похідних функції 
݂(ݔ, ݕ, ݖ) = (2ݔ − ݖ)ݔ௬  у точці ܯ(1; 3; −5). 
 
Розв’язання. Знайдемо частинні похідні функції трьох 
змінних: 
௫݂
ᇱ = (2ݔ − ݖ)௫ᇱ ∙ ݔ௬ + (2ݔ − ݖ) ∙ (ݔ௬)௫ᇱ = 2ݔ௬ + (2ݔ − ݖ) ∙ ݕݔ௬ିଵ; 
௬݂
ᇱ = (2ݔ − ݖ)ݔ௬ ln ݔ;  
௭݂
ᇱ = −ݔ௬ . 













= −1ଷ = −1. 
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5. Знайти частинні похідні складної функції ݖ =
arcsin(3ݑ + ݒ), де ݑ = ݁௫௬; 			ݒ = ݔଷ + ඥݕయ  та обчислити 
їхні значення в точці ܣ(1;−8). 
 
































Знайдемо частинні похідні функції ݖ по змінним ݑ і ݒ та 















= ݕ ∙ ݁௫௬;    
డ௨
డ௬
= ݔ ∙ ݁௫௬; 
డ௩
డ௫
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ଽ௫ ඥ௬మయ ௘ೣ೤ାଵ


































6. Знайти частинні похідні неявно заданої функції 
ݕ sinଶ ݔ + ݔ cosଶ ݕ − 4ݔݕݖହ = 0 та обчислити їхні 
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Розв’язання. Скористаємося формулами (9.14), для цього 
обчислимо ܨ௫ᇱ(ݔ, ݕ, ݖ), ܨ௬ᇱ(ݔ, ݕ, ݖ), ܨ௭ᇱ(ݔ, ݕ, ݖ): 
ܨ௫ᇱ(ݔ, ݕ, ݖ) = 2ݕ sin ݔ ∙ cos ݔ + cosଶ ݕ − 4ݕݖହ =  
                  = ݕ sin2ݔ + cosଶ ݕ − 4ݕݖହ; 
ܨ௬ᇱ(ݔ, ݕ, ݖ) = sinଶ ݔ − 2ݔ cos ݕ ∙ sin ݕ − 4ݔݖହ =  
                  = sinଶ ݔ − ݔ sin 2ݕ − 4ݔݖହ; 


















































































































∙ 3ඥݔଶ + 5ݕସ ∙ (ݔଶ + 5ݕସ)௬ᇱ = 20ݕଷඥݔଶ + 5ݕସ 
Скористаємося формулами (9.15) для знаходження частинних 
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 Ми переконалися, що мішані похідні не залежать від 



















Розв’язання. Знайдемо похідні першого та другого 
порядку функції ݑ: 
డ௨
డ௫
= ݕ ∙ ቀ−
ଵ
(௬మିସ௫మ)మ


















































Ми отримали тотожність. Отже, функція ݑ задовольняє 
заданому рівнянню. 
 





= 0 є 
повним диференціалом функції. У цьому разі знайти 
функцію за її повним диференціалом. 
 
Розв’язання. Перевіримо, чи виконується умова (9.21). 
Тут ܲ(ݔ, ݕ) = 1 −
௬
௫మା௬మ































, а тому заданий вираз є повним диференціалом 














З першої умови інтегруванням по ݔ знаходимо 
ݑ = ∫ ቀ1 −
௬
௫మା௬మ




Продиференцюємо отриманий вираз по змінній ݕ та 




























Отже, доданки, що містять змінну ݔ, зникли, ߮′(ݕ) = 0. Тільки 
похідна константи дорівнює нулю, отже 






Перевірити правильність знайденого результату можна 
знаходженням повного диференціала отриманої функції. 
 
10. Дослідити на екстремум функцію ݖ = ݁ଶ௫(ݔ + ݕଶ + 2ݕ). 
Розв’язання. Знайдемо стаціонарні точки, виконав необхідні 
умови існування екстремуму (9.24): 
ݖ௫ᇱ = 2݁ଶ௫(ݔ + ݕଶ + 2ݕ) + ݁ଶ௫ = ݁ଶ௫(2ݔ + 2ݕଶ + 4ݕ + 1),





           ൜
݁ଶ௫(2ݔ + 2ݕଶ + 4ݕ + 1) = 0
݁ଶ௫(2ݕ + 2) = 0.																						
 
Зрозуміло, що експонента не може дорівнювати нулю, система 
приймає вигляд: 
൜2ݔ + 2ݕ
ଶ + 4ݕ + 1 = 0
2ݕ + 2 = 0.																						
 
Збірник тестових завдань з вищої математики. Модуль 2 
114 
Розв’яжемо цю систему методом підстановки. З другого 
рівняння отримаємо значення ݕ і підставимо у перше рівняння 
системи, маємо 
൜2ݔ + 2ݕ
ଶ + 4ݕ + 1 = 0
ݕ = −1,																														
   ⇒   ൜
2ݔ + 2 − 4 + 1 = 0











Знайдемо частинні похідні другого порядку: 
ݖ௫௫ᇱᇱ = 2݁ଶ௫(2ݔ + 2ݕଶ + 4ݕ + 1) + 2݁ଶ௫ = 
       = 2݁ଶ௫(2ݔ + 2ݕଶ + 4ݕ + 2); 
ݖ௫௬ᇱᇱ = ݁ଶ௫(4ݕ + 4); 
ݖ௬௬ᇱᇱ = 2݁ଶ௫ . 
 




та перевіримо виконання умов (9.25) – (9.28) 
ܣ = 2݁(1 + 2 − 4 + 2) = −2݁;    ܤ = ݁(−4 + 4) = 0;    ܥ = 2݁; 
ܣ ∙ ܥ − ܤଶ = −2݁ ∙ 2݁ − 0ଶ = −4݁ଶ < 0.  
За умовою (9.27) в точці ܯ немає ні максимуму, ні 
мінімуму. 
 
11. Знайти найбільше та найменше значення функції 
ݖ = ݔଶ + 2ݔݕ − 4ݔ − ݕ в області ܦ, обмеженої лініями 
ݔ = 0, ݕ = 0, ݔ = 1, ݕ = 2. 












C y B y=2 
x=1 
x 
0 1 A 
D  
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Знайдемо стаціонарні точки, що належать області ܦ. Для цього 
знайдемо частинні похідні першого порядку та дорівняємо їх до 
нуля: 
ݖ௫ᇱ = 2ݔ + 2ݕ − 4
ݖ௬ᇱ = 2ݔ − 1										
      ൜
ݖ௫ᇱ = 0
ݖ௬ᇱ = 0
     ⇒     ቄ2ݔ + 2ݕ − 4 = 0

























ቁ належить області ܦ. Знайдемо тепер 
стаціонарні точки на лініях, що обмежують область ܦ: 
ܱܣ:					ݕ = 0	(0 ≤ ݔ ≤ 1)     ݖ = ݔଶ − 4ݔ;  ݖ௫ᇱ = 2ݔ − 4; 
    ݖ௫ᇱ = 0      ݔ = 2. 
Точка з координатами ܯଶ(2; 	0) не належить області ܦ. 
ܣܤ:					ݔ = 1	(0 ≤ ݕ ≤ 2) ݖ = 1 + 2ݕ − 4 − ݕ = ݕ − 3; 
    ݖ௬ᇱ = 1 ≠ 0. 
На лінії ܣܤ стаціонарних точок немає. 
ܤܥ:					ݕ = 2	(0 ≤ ݔ ≤ 1) ݖ = ݔଶ + 4ݔ − 4ݔ − 2 = ݔଶ − 2; 
    ݖ௫ᇱ = 2ݔ; ݖ௫ᇱ = 0;      ݔ = 0.   
Знайдена стаціонарна точка співпадає з кутовою точкою 
ܥ(0; 	2). 
ܥܱ:					ݔ = 0	(0 ≤ ݕ ≤ 2) ݖ = −ݕ;  ݖ௬ᇱ = −1 ≠ 0. 
На лінії ܥܱ стаціонарних точок немає. 
Обчислимо значення функції в знайдених стаціонарних 





































=	 1ଶ − 4 ∙ 1 = −3; 
ݖ ฬ
ܤ(1; 	2)
=1ଶ + 2 ∙ 1 ∙ 2 − 4 ∙ 1 − 2 = −1; 




= − 2. 
Отже, найбільше значення приймає функція в точці ܱ(0; 	0),
ݖ ቚ
ܱ
=0, а найменше – в точці ܣ(1; 	0), ݖ ቚ
ܣ
=	 − 3. 
 
12. Скласти рівняння дотичної площини та нормалі до 
поверхні ܵ:			ݔଷ + 2ݕଶ + 3ݔݕݖ − 5ݔ + 8ݖ = 0 у точці 
ܯ଴(1; 2; 3). 
Розв’язання. Скористаємося рівняннями (9.32), (9.33). 
Для цього знайдемо частинні похідні та обчислимо їхні 
значення у точці ܯ଴: 
ܨ௫ᇱ = 3ݔଶ + 3ݕݖ − 5;  ܨ௫ᇱ ฬܯ଴
= 3 + 18 − 5 = 16; 
ܨ௬ᇱ = 4ݕ + 3ݔݖ;  ܨ௬ᇱ ฬܯ଴
= 8 + 9 = 17; 
ܨ௭ᇱ = 3ݔݕ + 8;   ܨ௫ᇱ ฬܯ଴
= 6 + 8 = 14. 
 Отже, за формулою (9.32) знайдемо рівняння дотичної 
площини: 
ܨ௫ᇱ(ܯ଴)(ݔ − ݔ଴) + ܨ௬ᇱ(ܯ଴)(ݕ − ݕ଴) + ܨ௭ᇱ(ܯ଴)(ݖ − ݖ଴) = 0; 
16(ݔ − 1) + 17(ݕ − 2) + 14(ݖ − 3) = 0; 
16ݔ − 16 + 17ݕ − 34 + 14ݖ − 42 = 0; 
16ݔ + 17ݕ + 14ݖ − 92 = 0 - рівняння дотичної площини. 























13. Знайти похідну функції ݑ = ݔ௭ − 5ݔݕݖ та обчислити її 
значення в точці ܣ(1;−3;−2) за напрямом вектора 
݈⃗ = ܣܤሬሬሬሬሬ⃗ , якщо ܤ(2; 4; −3). Знайти градієнт функції ݑ, 
обчислити значення градієнта та його модуль в точці ܣ. 
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Розв’язання. Знайдемо частинні похідні функції ݑ: 
డ௨
డ௫






= ݔ௭ ln ݔ − 5ݔݕ. 
















= ln 1 + 15 = 15. 
 
Координати вектора ݈⃗ = ܣܤሬሬሬሬሬ⃗ = (1; 7; −1), його модуль 
ห݈⃗ห = ඥ1ଶ + 7ଶ + (−1)ଶ = √51, 




; 					cos ߚ =
଻
√ହଵ





















Градієнт знайдемо за формулою (9.37): 
gradݑ = −32 ∙ ଓ⃗ + 10 ∙ ଔ⃗ + 15 ∙ ሬ݇⃗ , 
а його модуль дорівнює  
|grad ݑ| = ඥ(−32)ଶ + 10ଶ + 15ଶ = √1349. 
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Завдання 13.1. 
1. Знайти та побудувати область визначення функції             
ݖ = ඥ4− ݔଶ − ݕଶ. 










3. Знайти частинні похідні та частинні диференціали 
функції ݖ = arcsin(ݔݕଷ). Записати повний диференціал функції. 
4. Обчислити значення частинних похідних функції 
݂(ݔ, ݕ, ݖ) = ݁௫(௫
మା௬మା௭మ) в точці ܯ(1;−3;5). 
5. Знайти частинні похідні складної функції ݖ = ݁ଶ௨ି௩ , де 
ݑ = ݔ sin ݕ ; 			ݒ = ݕ cos ݔ та обчислити їхні значення в точці 
ܣ൫0; ߨ 2ൗ ൯. 
6. Знайти частинні похідні неявно заданої функції       
ݔ sin ݕ + ݕ cos ݔ − 5ݖଶ + 3ݔݕݖ = 0 та обчислити їхні значення в 
точці ܯ(ߨ; 0;−1). 


























9. Переконатися, що вираз ݀ݑ = ௫ௗ௬ା௬ௗ௫
௫మା௬మ
 є повним 
диференціалом функції. Якщо так, знайти функцію за її повним 
диференціалом. 
10. Дослідити на екстремум функцію двох незалежних 
змінних ݖ = 2ݔݕ − 3ݔଶ − 2ݕଶ + 10. 
11. Знайти найбільше та найменше значення функції           
ݖ = ݔଶ + 2ݔݕ − 4ݔ + 8ݕ в області ܦ, обмеженої лініями                      
ݔ = 0; ݕ = 0; ݔ = 1; ݕ = 2. 
12. Скласти рівняння дотичної площини та нормалі до 
поверхні ܵ:	ݔଶ + ݕଶ + ݖଶ − 8ݔݕݖ + 14ݔ − 3ݕ + 16 = 0 у точці 
ܯ(2; 5;−3). 
13. Знайти похідну функції ݑ = ݔଶݕ + ݕଶݖ + ݔݖଶ та 
обчислити її значення в точці ܣ(−3;2; 1) за напрямом вектора          
݈⃗ = ܣܤሬሬሬሬሬ⃗ , якщо ܤ(0; 5; 7). Знайти градієнт функції ݑ, обчислити 
значення градієнта та його модуль у точці ܣ.
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Завдання 13.2. 















3. Знайти частинні похідні та частинні диференціали 
функції ݖ = ݁ହ௫
రିଷ௬మ. Записати повний диференціал функції. 
4. Обчислити значення частинних похідних функції 
݂(ݔ, ݕ, ݖ) = ln cos(ݔଶ − ݕଶ + 6ݕݖ) в точці ܯ(0;−1;5). 
5. Знайти частинні похідні складної функції                           
ݖ = ݑଶ + ݒଶ − 5ݑݒ, де ݑ = ln(ݔଶ + ݕଶ) ; 			ݒ = arctg
௫
௬
 та обчислити 
їхні значення в точці ܣ(0; 1). 
6. Знайти частинні похідні неявно заданої функції                
ݔସ + 2ݕଷ + 3ݖଶ − 4ݔݕݖ = 5 та обчислити їхні значення в точці 
ܯ(0,−2,5). 
7. Знайти частинні похідні другого порядку функції              
ݖ = ݁௫



















9. Переконатися, що вираз ݀ݑ = 2ݔݕ݀ݔ + ݔଶ݀ݕ є повним 
диференціалом функції. Якщо так, знайти функцію за її повним 
диференціалом. 
10. Дослідити на екстремум функцію двох незалежних 
змінних ݖ = 4(ݔ − ݕ) − ݔଶ − ݕଶ. 
11. Знайти найбільше та найменше значення функції           
ݖ = ݔଶݕ(4 − ݔ − ݕ) в області ܦ, обмеженої лініями                           
ݔ = 0; ݕ = 0; ݔ + ݕ − 6 = 0. 
12. Скласти рівняння дотичної площини та нормалі до 
поверхні ܵ:		ݔଶݕ − ݕଶݖ + 6ݔ − 2ݕ + 5ݖ − 13 = 0 у точці 
ܯ(−1, −3,2). 
13. Знайти похідну функції ݑ = ln(ݔݕ + ݕݖ + ݔݖ) та 
обчислити її значення в точці ܣ(1; 2; 3) за напрямом вектора 
݈⃗ = ܣܤሬሬሬሬሬ⃗ , якщо ܤ(2; 2; 4). Знайти градієнт функції ݑ, обчислити 
значення градієнта та його модуль у точці ܣ.  
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Завдання 13.3. 















3. Знайти частинні похідні та частинні диференціали 
функції ݖ = cos ቀ
௫ା௬
௫ି௬
ቁ. Записати повний диференціал функції. 
4. Обчислити значення частинних похідних функції 




5. Знайти частинні похідні складної функції                         
ݖ = ݑଶݒ − ݑݒଶ, де ݑ = ݔ sin ݕ ; 			ݒ = ݕ cos ݔ та обчислити їхні 




6. Знайти частинні похідні функції ݁௫ − 3ݕ + 2ݔݖଶ = 16 
заданої неявно та обчислити їхні значення в точці ܯ(0; 8 − 3). 
7. Знайти частинні похідні другого порядку функції       







8. Перевірити, чи задовольняє функція ݖ = ݁
ೣ











9. Переконатися, що вираз ݀ݑ = 4(ݔଶ − ݕଶ)(ݔ݀ݔ − ݕ݀ݕ) 
є повним диференціалом функції. Якщо так, знайти функцію за 
її повним диференціалом. 
10. Дослідити на екстремум функцію двох незалежних 
змінних ݖ = ݔଶ + ݔݕ + ݕଶ + ݔ − ݕ + 1. 
11. Знайти найбільше та найменше значення функції     
ݖ = 2ݔଶݕ − ݔଷݕ − ݔଶݕଶ в області ܦ, обмеженої лініями                  
ݔ = 0; 		ݕ = 0; 		ݔ + ݕ − 6 = 0. 
12. Скласти рівняння дотичної площини та нормалі до 
поверхні ܵ:		ݔଶ − 3ݕଷ + 4ݖସ + 3ݔݕݖ − 21 = 0 у точці ܯ(5; 3; 1). 
13. Знайти похідну функції ݑ = ݔ௭ − 5ݔݕݖ та обчислити 
її значення в точці ܣ(−4; 2; 1) за напрямом вектора ݈⃗ = ܣܤሬሬሬሬሬ⃗ , 
якщо ܤ(3; 3; 8). Знайти градієнт функції ݑ, обчислити значення 
градієнта та його модуль у точці ܣ. 
Збірник тестових завдань з вищої математики. Модуль 2 
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Завдання 13.4. 
1. Знайти та побудувати область визначення функції       
ݖ = arcsin(2ݔ − 3ݕ). 










3. Знайти частинні похідні та частинні диференціали 
функції ݖ = √
௫௬
௫ିଶ௬
. Записати повний диференціал функції. 
4. Обчислити значення частинних похідних функції 
݂(ݔ, ݕ, ݖ) = (sinݔ)௬௭ в точці ܯቀ
గ
ଶ
; 2; 1ቁ. 
5. Знайти частинні похідні складної функції                     
ݖ = arcsin(ݑ − ݒ), де ݑ = 3ݔଶݕ; 			ݒ = ݔ + ݕଶ та обчислити їхні 
значення в точці ܣ(1; 1). 
6. Знайти частинні похідні неявно заданої функції          
ݖଷ − 3ݔݕݖ + 2ݔ − 5ݕ = 0 та обчислити їхні значення в точці 
ܯ(−1;−1; 2). 
7. Знайти частинні похідні другого порядку функції       






.   













9. Переконатися, що вираз ݀ݑ = ௫ௗ௫ା௬ௗ௬
ඥ௫మା௬మ
 є повним 
диференціалом функції. Якщо так, знайти функцію за її повним 
диференціалом. 
10. Дослідити на екстремум функцію двох незалежних 
змінних ݖ = 2ݔଷ + ݔݕଶ + 5ݔଶ + ݕଶ. 
11. Знайти найбільше та найменше значення функції      
ݖ = ݔଶ + 2ݔݕ + 4ݔ − ݕଶ в області ܦ, обмеженої лініями                 
ݔ = 0; 		ݕ = 0; 		ݔ + ݕ + 2 = 0. 
12. Скласти рівняння дотичної площини та нормалі до 
поверхні ܵ:		ݔଶݕଶݖଶ − 2(ݔ + ݕ + ݖ) = 16 у точці ܯ(−4; 3; −2). 
13. Знайти похідну функції ݑ = ඥ1 + ݔଶ + ݕଶ + ݖଶ та 
обчислити її значення в точці ܣ(−2; 1; 5) за напрямом вектора   
݈⃗ = ܣܤሬሬሬሬሬ⃗ , якщо ܤ(4; 1; 2). Знайти градієнт функції ݑ, обчислити 
значення градієнта та його модуль у точці ܣ. 
Збірник тестових завдань з вищої математики. Модуль 2 
122 
Завдання 13.5. 












3. Знайти частинні похідні та частинні диференціали 
функції ݖ = tgቀ
ଷ௫ା௬మ
௫
ቁ. Записати повний диференціал функції. 
4. Обчислити значення частинних похідних функції 
݂(ݔ, ݕ, ݖ) = ݔ cos ݕ − ݖ sin ݔ + 3ݔݕݖ в точці ܯ(0;ߨ; 4). 




; 			ݒ = 3ݔ − 2ݕ та обчислити їхні значення в точці 
ܣ(3; 4). 
6. Знайти частинні похідні неявно заданої функції           
ݔ + ݕ + ݖ = 6ݔݕݖ та обчислити їх значення в точці ܯ(4;−6; 3). 
7. Знайти частинні похідні другого порядку функції       







8. Перевірити, чи задовольняє функція ݖ = ݁
ೣ








9. Переконатися, що вираз ݀ݑ =
(௫ାଶ௬)ௗ௫ା௬ௗ௬
(௫ା௬)మ
 є повним 
диференціалом функції. Якщо так, знайти функцію за її повним 
диференціалом. 
10. Дослідити на екстремум функцію                             
ݖ = ݁ଶ௫(ݔ + ݕଶ + 2ݕ). 
11. Знайти найбільше та найменше значення функції     
ݖ = 5ݔଶ − 3ݔݕ + ݕଶ + 10 в області ܦ, обмеженої лініями             
ݔ = ±1; ݕ = ±1. 
12. Скласти рівняння дотичної площини та нормалі до 
поверхні ܵ:		ݖ = ݔଷ − 3ݕଶ + 5ݔݖ − 25 у точці ܯ(4;−3; 1). 
13. Знайти похідну функції ݑ = ݁௫௭ି௬
మ
 та обчислити її 
значення в точці ܣ(0; 1; 2) за напрямом вектора ݈⃗ = ܣܤሬሬሬሬሬ⃗ , якщо 
ܤ(−3; 5; 1). Знайти градієнт функції ݑ, обчислити значення 
градієнта та його модуль у точці ܣ. 
Збірник тестових завдань з вищої математики. Модуль 2 
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Завдання 13.6. 
1. Знайти та побудувати область визначення функції       
ݖ = arccos(4ݔ + 5ݕ). 







3. Знайти частинні похідні та частинні диференціали 
функції ݖ = ݔඥ2ݔସ − 3ݕହ. Записати повний диференціал 
функції. 
4. Обчислити значення частинних похідних функції 
݂(ݔ, ݕ, ݖ) = lnቀ1 + ඥݔଶ + 2ݕଷ − 3ݖቁ в точці ܯ(1; 2; −5). 
5. Знайти частинні похідні складної функції                           
ݖ = ln(݁௫ + ݁௬), де ݑ = ݔݕଷ; 			ݒ = ඥ2ݔ − ݕ та обчислити їхні 
значення в точці ܣ(2; 3). 
6. Знайти частинні похідні неявно заданої функції    
7ݔݕଶ − 4ݕݖଶ + 3ݔଶݖ − 8 = 0 та обчислити їхні значення в точці 
ܯ(2; 2; 5). 
7. Знайти частинні похідні другого порядку функції        



























повним диференціалом функції. Якщо так, знайти функцію за її 
повним диференціалом. 
10. Дослідити на екстремум функцію ݖ = ݔݕ(4 − ݔ − ݕ). 
11. Знайти найбільше та найменше значення функції       
ݖ = 4 − 2ݔଶ − ݕଶ в області ܦ, обмеженої лініями                     
ݕ = 0; 		ݕ = √1 − ݔଶ. 
12. Скласти рівняння дотичної площини та нормалі до 
поверхні ܵ:		ݔଶ − ݕଶ + 5ݔݖ − ݖସ + 12 = 0 у точці ܯ(−3; 4;−1). 
13. Знайти похідну функції ݑ = ݔ݁௭ − ݕ݁௫  та обчислити 
її значення в точці ܣ(−6; 1; 5) за напрямом вектора ݈⃗ = ܣܤሬሬሬሬሬ⃗ , 
якщо ܤ(9; 1; −3). Знайти градієнт функції ݑ, обчислити 
значення градієнта та його модуль у точці ܣ. 
Збірник тестових завдань з вищої математики. Модуль 2 
124 
Завдання 13.7. 
1. Знайти та побудувати область визначення функції       
ݖ = ln(16 − ݔଶ − ݕଶ). 
2. За допомогою методу перерізів побудувати поверхню 
ݕଶ = 16ݔ. 
3. Знайти частинні похідні та частинні диференціали 
функції ݖ = cos൫ݔ + ඥݔݕ൯. Записати повний диференціал 
функції. 
4. Обчислити значення частинних похідних функції 
݂(ݔ, ݕ, ݖ) = arccosඥݔݕ − 4ݔݖଷ в точці ܯ(4; 0; −3). 
5. Знайти частинні похідні складної функції ݖ = tg(ݑݒ), 
де ݑ = ݔ௬ ; 			ݒ = ඥݔଶ + ݕଶ та обчислити їхні значення в точці 
ܣ(1; 3). 
6. Знайти частинні похідні неявно заданої функції 
ݔ sin ݕ + ݕ sin ݖ + ݖ sin ݔ = ߨ та обчислити їхні значення в точці 
ܯ(ߨ; 0; −ߨ). 
7. Знайти частинні похідні другого порядку функції        


















9. Переконатися, що вираз ቂ ௫ିଶ௬
(௬ି௫)మ




є повним диференціалом функції. Якщо так, знайти функцію за 
її повним диференціалом. 
10. Дослідити на екстремум функцію ݖ = ݁
ೣ
మ(ݔ + ݕଶ). 
11. Знайти найбільше та найменше значення функції      
ݖ = ݔଶ + 2ݔݕ − ݕଶ − 2ݔ + 2ݕ в області ܦ, обмеженої лініями    
ݕ = 0; 		ݕ = ݔ + 2; 		ݔ = 2. 
12. Скласти рівняння дотичної площини та нормалі до 
поверхні ܵ:		ݕଶ − ݖଶ − 5ݔݕݖ + 8ݔ − 3ݕ = 14 у точці ܯ(4; 4; −1). 
13. Знайти похідну функції ݑ = ݔ ∙ ݁௬
మି௭మ  та обчислити її 
значення в точці ܣ(4; 1;−1) за напрямом вектора ݈⃗ = ܣܤሬሬሬሬሬ⃗ , якщо 
ܤ(−1; 0; 5). Знайти градієнт функції ݑ, обчислити значення 
градієнта та його модуль у точці ܣ. 
Збірник тестових завдань з вищої математики. Модуль 2 
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Завдання 13.8. 
1. Знайти та побудувати область визначення функції       











3. Знайти частинні похідні та частинні диференціали 
функції ݖ = ln൫ඥݔݕ + 5ݔ − 3ݕ൯. Записати повний диференціал 
функції. 
4. Обчислити значення частинних похідних функції 
݂(ݔ, ݕ, ݖ) =
ୱ୧୬(௫ା௬)
଼௭మ
 в точці ܯቀ0; గ
ଶ
; 5ቁ. 
5. Знайти частинні похідні складної функції ݖ = arcsin௨
௩
, 
де ݑ = ඥ2ݔ − ݕ; 			ݒ = ݔଶݕ + 3 та обчислити їхні значення в точці 
ܣ(2; 4). 
6. Знайти частинні похідні неявно заданої функції 
ඥݔଶ + ݕଶ = 7ݔ − 2ݕݖ та обчислити їхні значення в точці 
ܯ(−3;4; 1). 
7. Знайти частинні похідні другого порядку функції        















= ݔݕ + ݖ. 
9. Переконатися, що вираз ݀ݑ = (2ݔcosݕ − ݕଶsinݔ)݀ݔ +
(2ݕcosݔ − ݔଶsinݕ)݀ݕ є повним диференціалом функції. Якщо 
так, знайти функцію за її повним диференціалом. 
10. Дослідити на екстремум функцію двох незалежних 
змінних ݖ = ݔଶ + ݕଶ + ݔݕ − 4ݔ + 5ݕ. 
11. Знайти найбільше та найменше значення функції       
ݖ = 6ݔݕ − 9ݔଶ − 9ݕଶ + 4ݔ + 4ݕ в області ܦ, обмеженої лініями      
ݔ = 0, ݔ = 2, ݕ = −1, ݕ = 2. 
12. Скласти рівняння дотичної площини та нормалі до 
поверхні ܵ:		8(ݔ + ݕ + ݖ) − 6ݔଷ − 12ݕݖ + 5 = 0 у точці ܯ(9; 1;−2). 
13. Знайти похідну функції ݑ = ௭
ඥ௫మା௬మ
 та обчислити її 
значення в точці ܣ(3; 4;−1) за напрямом вектора ݈⃗ = ܣܤሬሬሬሬሬ⃗ , якщо 
ܤ(5; 2; 6). Знайти градієнт функції ݑ, обчислити значення 
градієнта та його модуль у точці ܣ.  
Збірник тестових завдань з вищої математики. Модуль 2 
126 
Завдання 13.9. 
1. Знайти та побудувати область визначення функції       
ݖ = ඥݔଶ + ݕଶ − 16. 







3. Знайти частинні похідні та частинні диференціали 
функції ݖ = ݔ cos(3ݕ଼). Записати повний диференціал функції. 
4. Обчислити значення частинних похідних функції 
݂(ݔ, ݕ, ݖ) = ln(ݔ + ݕ) − √ݔଶ − ݖଶ в точці ܯ(4;−3; 0). 
5. Знайти частинні похідні складної функції                     
ݖ = tg(2ݑଶ − ݒଶ), де ݑ =
௫
௬
; 			ݒ = ඥݔ + ݕ та обчислити їхні 
значення в точці ܣ(4; 2). 
6. Знайти частинні похідні неявно заданої функції          
ݔଶ + ݕଶ + ݖଶ − 2ݔݕ − 2ݕݖ − 2ݔݖ = 8 та обчислити їхні значення 
в точці ܯ(3; 2; 1). 
7. Знайти частинні похідні другого порядку функції        







8. Перевірити, чи задовольняє функція                           













+ 1ቁ݀ݕ є 
повним диференціалом функції. Якщо так, знайти функцію за її 
повним диференціалом. 
10. Дослідити на екстремум функцію ݖ = ݔݕ(1 − ݔ − ݕ). 
11. Знайти найбільше та найменше значення функції      
ݖ = ݔଶ + 2ݔݕ − ݕଶ − 4ݔ в області ܦ, обмеженої лініями ݕ = ݔ,
ݕ = 4, ݔ = 0. 
12. Скласти рівняння дотичної площини та нормалі до 
поверхні ܵ:		ݔଷ + 2ݕଶ + 3ݖଷ − 4ݔݕ + 8ݖ − 11 = 0 у точці 
ܯ(−7;1; −1). 








 та обчислити її 
значення в точці ܣ(4; 1; 1; ) за напрямом вектора ݈⃗ = ܣܤሬሬሬሬሬ⃗ , якщо 
ܤ(−3; 5; 2). Знайти градієнт функції ݑ, обчислити значення 
градієнта та його модуль у точці ܣ. 
Збірник тестових завдань з вищої математики. Модуль 2 
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Завдання 13.10. 















3. Знайти частинні похідні та частинні диференціали 
функції ݖ = ݁
ି
ೣ
೤. Записати повний диференціал функції. 
4. Обчислити значення частинних похідних функції 
݂(ݔ, ݕ, ݖ) = √ݔ sin
௬
௭
 в точці ܯ(9; ߨ; 6). 
5. Знайти частинні похідні складної функції                          
ݖ = ln(݁௨ + ݁௩), де ݑ = ݔ sin ݕ ; 			ݒ = ݕ cos ݔ та обчислити їхні 




6. Знайти частинні похідні неявно заданої функції         
ݕଶ = ݔݖ − ݕ + 6ݔݕݖ та обчислити їхні значення в точці 
ܯ(0; 2;−3). 
7. Знайти частинні похідні другого порядку функції        





















повним диференціалом функції. Якщо так, знайти функцію за її 
повним диференціалом. 
10. Дослідити на екстремум функцію ݖ = ݔଷݕଶ(2− ݔ − ݕ). 
11. Знайти найбільше та найменше значення функції       
ݖ = ݔଷ + ݕଷ − 3ݔݕ в області ܦ, обмеженої лініями                           
ݔ = 0,			ݔ = 2,			ݕ = −1,			ݕ = 2. 
12. Скласти рівняння дотичної площини та нормалі до 
поверхні ܵ:		ݔଷ − 2ݔଶݕଶ − 5ݖଷ + 4ݕ − 27 = 0 у точці 
ܯ(−8;2; −3). 
13. Знайти похідну функції ݑ = ݔଶݕ + ݕଶݖ + ݔݖଶ та 
обчислити її значення в точці ܣ(−4;−3; 1) за напрямом вектора 
݈⃗ = ܣܤሬሬሬሬሬ⃗ , якщо ܤ(5; 1; 0). Знайти градієнт функції ݑ, обчислити 
значення градієнта та його модуль у точці ܣ. 
Збірник тестових завдань з вищої математики. Модуль 2 
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Завдання 13.11. 















3. Знайти частинні похідні та частинні диференціали 
функції ݖ = ln൫ݔ + ඥݔଶ + ݕଶ൯. Записати повний диференціал 
функції. 
4. Обчислити значення частинних похідних функції 
݂(ݔ, ݕ, ݖ) = ln sin(ݔଶݖଶ − 6ݕ) в точці ܯ(4; 0;−2). 




ݑ = ݔଷݕ; 			ݒ = ඥ3ݔ − ݕ та обчислити їх значення в точці ܣ(2;−3). 
6. Знайти частинні похідні неявно заданої функції          
ݔଶ − 4ݕݖ + ݕଶ − 3ݔݖ = 18 та обчислити їхні значення в точці 
ܯ(−3;5; 0). 
7. Знайти частинні похідні другого порядку функції       















9. Переконатися, що вираз   ݀ݑ = (2ݔଷ − ݔݕଶ)݀ݔ +
(2ݕଷ − ݔଶݕ)݀ݕ є повним диференціалом функції. Якщо так, 
знайти функцію за її повним диференціалом. 
10. Дослідити на екстремум функцію двох незалежних 







11. Знайти найбільше та найменше значення функції       
ݖ = 4(ݔ − ݕ) − ݔଶ − ݕଶ в області ܦ, обмеженої лініями                  
ݔ + 2ݕ − 4 = 0, ݔ − 2ݕ − 4 = 0, ݔ = 0. 
12. Скласти рівняння дотичної площини та нормалі до 
поверхні ܵ:		ݔସ − 2ݕଷ − 5ݖଶ − 6ݔݖ − 12ݕ + 7 = 0 у точці 
ܯ(4; 5;−2). 
13. Знайти похідну функції ݑ = (ݔ + ݕ)௭  та обчислити її 
значення в точці ܣ(8;−3; 0) за напрямом вектора ݈⃗ = ܣܤሬሬሬሬሬ⃗ , якщо 
ܤ(7; 2; −1). Знайти градієнт функції ݑ, обчислити значення 
градієнта та його модуль у точці ܣ. 
Збірник тестових завдань з вищої математики. Модуль 2 
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Завдання 13.12. 
1. Знайти та побудувати область визначення функції                
ݖ = ln(16ݔଶ − 25ݕଶ). 










3. Знайти частинні похідні та частинні диференціали 
функції ݖ = ݔ௬ . Записати повний диференціал функції. 
4. Обчислити значення частинних похідних функції 
݂(ݔ, ݕ, ݖ) = arcsin ቀ
௫మ
௭
− ݕଷቁ в точці ܯ(1;0; 2). 
5. Знайти частинні похідні складної функції   ݖ =
√ݑ + ݒ + 9, де ݑ = ln(ݔݕ) ; 			ݒ = ඥݔ − 2ݕ та обчислити їхні 




6. Знайти частинні похідні неявно заданої функції                      
ݔ + ݕ + ݖ = 2ݔଷݕଷݖଷ та обчислити їхні значення в точці 
ܯ(−1; 1; 2). 
7. Знайти частинні похідні другого порядку функції                   






















ቁ ݀ݔ є 
повним диференціалом функції. Якщо так, знайти функцію за її 
повним диференціалом. 
10. Дослідити на екстремум функцію двох незалежних 
змінних ݖ = 2ݔଷ − ݔݕଶ + 5ݔଶ + ݕଶ. 
11. Знайти найбільше та найменше значення функції                 
ݖ = ݔଶݕ(4 − ݔ − ݕ) в області ܦ, обмеженої лініями                                   
ݔ = 0, ݕ = 0, ݔ + ݕ = 6. 
12. Скласти рівняння дотичної площини та нормалі до 
поверхні ܵ:		6ݔݖ − 4ݕݖ + 3ݔଶ − 5ݖସ + 12ݕ − 18 = 0 у точці 
ܯ(−3; 3; 5). 
13. Знайти похідну функції ݑ = (ݔ + 2ݕ + 3ݖ)ଶ та 
обчислити її значення в точці ܣ(−5;3;−1) за напрямом вектора 
݈⃗ = ܣܤሬሬሬሬሬ⃗ , якщо ܤ(4; 5;−2). Знайти градієнт функції ݑ, обчислити 
значення градієнта та його модуль у точці ܣ. 
Збірник тестових завдань з вищої математики. Модуль 2 
130 
Завдання 13.13. 
1. Знайти та побудувати область визначення функції        
ݖ = ඥ12 − 3ݔଶ + 2ݕଶ. 










3. Знайти частинні похідні та частинні диференціали 
функції ݖ = arctg
௫ା௬
௫ି௬
. Записати повний диференціал функції. 
4. Обчислити значення частинних похідних функції 
݂(ݔ, ݕ, ݖ) = √ݖݔ௬ в точці ܯ(1; 2; 9). 
5. Знайти частинні похідні складної функції                          
ݖ = arctg(ݑݒ), де ݑ = ݔݕହ; 			ݒ = ݔ + sin ݕ та обчислити їхні 
значення в точці ܣ(1; 0). 
6. Знайти частинні похідні неявно заданої функції       
ݔݕݖ = ඥݖଶ − ݕ та обчислити їхні значення в точці ܯ(5; 3; 2). 
7. Знайти частинні похідні другого порядку функції        





























9. Переконатися, що вираз ݀ݑ = ݁௬݀ݔ + (ݔ݁௬ − 2ݕ)݀ݕ є 
повним диференціалом функції. Якщо так, знайти функцію за її 
повним диференціалом. 
10. Дослідити на екстремум функцію двох незалежних 
змінних ݖ = 3ݔ + 6ݕ − ݔଶ − ݔݕ + ݕଶ. 
11. Знайти найбільше та найменше значення функції      
ݖ = ݔଶ + ݔݕ − 2 в області ܦ, обмеженої лініями               ݕ = 0,
ݕ = 4ݔଶ − 4. 
12. Скласти рівняння дотичної площини та нормалі до 
поверхні ܵ:		ݖ = 4ݔଶ + 3ݕଶ − 8ݔݕݖ − 7ݔ + 13 у точці 
ܯ(−6;−1; 5). 
13. Знайти похідну функції ݑ = (ݔݕ)௭  та обчислити її 
значення в точці ܣ ቀ
ଵ
ଶ




; 4; −6ቁ. Знайти градієнт функції ݑ, обчислити значення 
градієнта та його модуль у точці ܣ. 
Збірник тестових завдань з вищої математики. Модуль 2 
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Завдання 13.14. 












3. Знайти частинні похідні та частинні диференціали 
функції ݖ = ln tg
௫
௬
. Записати повний диференціал функції. 
4. Обчислити значення частинних похідних функції 
݂(ݔ, ݕ, ݖ) =
௭
ඥ௫మା௬మ
 в точці ܯ(4; 0; 5). 
5. Знайти частинні похідні складної функції                          
ݖ = arcctg(ݑ − 3ݒ), де ݑ = ݕ sinଶ ݔ ; 			ݒ = ݔ + ݕଷ та обчислити 
їхні значення в точці ܣ(0; 1). 
6. Знайти частинні похідні неявно заданої функції          
ݔଷ + ݕଷ + ݖଷ − 9ݔݕݖ = 15 та обчислити їхні значення в точці 
ܯ(5;−4; 1). 
7. Знайти частинні похідні другого порядку функції        




























повним диференціалом функції. Якщо так, знайти функцію за її 
повним диференціалом. 
10. Дослідити на екстремум функцію ݖ = ݁
೤
మ(ݔଶ + ݕ). 
11. Знайти найбільше та найменше значення функції      
ݖ = ݔݕ − 3ݔ − 2ݕ в області ܦ, обмеженої лініями                              
ݔ = 0, ݔ = 4, ݕ = 0, ݕ = 4. 
12. Скласти рівняння дотичної площини та нормалі до 
поверхні ܵ:	ݔଶݕ − ݕଶݖ + 5ݕݖ − 3ݔ = 28 у точці ܯ(1; 3; −5). 
13. Знайти похідну функції ݑ = ݔ ∙ ln(ݕݖ + ݔଶ) та 
обчислити її значення в точці ܣ(4;−2; 1) за напрямом вектора   
݈⃗ = ܣܤሬሬሬሬሬ⃗ , якщо ܤ(5; 1;−3). Знайти градієнт функції ݑ, обчислити 
значення градієнта та його модуль у точці ܣ. 
Збірник тестових завдань з вищої математики. Модуль 2 
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Завдання 13.15. 












3. Знайти частинні похідні та частинні диференціали 
функції ݖ = 5
೤
ೣ. Записати повний диференціал функції. 
4. Обчислити значення частинних похідних функції 
݂(ݔ, ݕ, ݖ) = √ݔ ln൫ඥݕ + √ݖ൯ в точці ܯ(1; 16; 9). 






ݑ = ݔඥݕ; 			ݒ = cos(ݔݕ) та обчислити їхні значення в точці 
ܣ(1; 4). 
6. Знайти частинні похідні неявно заданої функції 
ݕ cos ݔ − ݔ cos ݖ = 6ݔ − 15 та обчислити їхні значення в точці 
ܯ(0; 4; ߨ). 
7. Знайти частинні похідні другого порядку функції         















9. Переконатися, що вираз ݀ݑ = ൫1 + ݔඥݔଶ + ݕଶ൯݀ݔ +
൫ඥݔଶ + ݕଶ − 1൯ݕ݀ݕ є повним диференціалом функції. Якщо так, 
знайти функцію за її повним диференціалом. 
10. Дослідити на екстремум функцію двох незалежних 
змінних ݖ = ݔଶ + ݕଶ − 2lnݔ − 18lnݕ. 
11. Знайти найбільше та найменше значення функції      
ݖ = ݔଶ − 2ݔݕ + 2,5ݕଶ − 2ݔ в області ܦ, обмеженої лініями 
ݔ = 0, ݕ = ݔ, ݕ = 4. 
12. Скласти рівняння дотичної площини та нормалі до 
поверхні ܵ:	ݖସ − ݔଷ − ݕଶ + 9ݔ − 3ݕݖ = 25 у точці ܯ(−4;−2; 1). 
13. Знайти похідну функції ݑ = ଶ௬
௫మା௬మା௭మ
 та обчислити її 
значення в точці ܣ(−6; 8; 0) за напрямом вектора ݈⃗ = ܣܤሬሬሬሬሬ⃗ , якщо 
ܤ(−5; 7; 1). Знайти градієнт функції ݑ, обчислити значення 
градієнта та його модуль у точці ܣ. 
Збірник тестових завдань з вищої математики. Модуль 2 
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Завдання 13.16. 





2. За допомогою методу перерізів побудувати поверхню 
ݕଶ = 4ݔ. 
3. Знайти частинні похідні та частинні диференціали 
функції ݖ = (1 + ݔݕ)௬. Записати повний диференціал функції. 
4. Обчислити значення частинних похідних функції 









 в точці ܯ(−1; 3; 5). 




, де ݑ = ݔଷ − 4ඥݕయ ; 			ݒ = ݔ(ݕ − 5) та обчислити 
їхні значення в точці ܣ(2; 8). 
6. Знайти частинні похідні неявно заданої функції        
ݔݕଶ + ݕݖଶ + ݖݔଶ − 18 = 0 та обчислити їхні значення в точці 
ܯ(4; 2;−2). 
7. Знайти частинні похідні другого порядку функції        















9. Переконатися, що вираз (ݔଶ + ݕଶ + 2ݔ)݀ݔ + 2ݔݕ݀ݕ є 
повним диференціалом функції. Якщо так, знайти функцію за її 
повним диференціалом. 
10. Дослідити на екстремум функцію ݖ = ݔݕ − ln(ݔ + ݕ). 
11. Знайти найбільше та найменше значення функції      
ݖ = 2ݔଶ + 2ݔݕ − 0,5ݕଶ − 4ݔ в області ܦ, обмеженої лініями      
ݕ = 2ݔ, ݕ = 2, ݔ = 0. 
12. Скласти рівняння дотичної площини та нормалі до 
поверхні ܵ:		8ݔଶݖ − 3ݖଶݕ − 4ݔݕݖ + 22ݖ = 17 у точці 
ܯ(−1;3; −2). 
13. Знайти похідну функції ݑ = ݔଶ − 2ݕݔଷ − 3ݕଶݖ та 
обчислити її значення в точці ܣ(8; 5; −3) за напрямом вектора   
݈⃗ = ܣܤሬሬሬሬሬ⃗ , якщо ܤ(7; 4; 2). Знайти градієнт функції ݑ, обчислити 
значення градієнта та його модуль у точці ܣ. 
Збірник тестових завдань з вищої математики. Модуль 2 
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Завдання 13.17. 
1. Знайти та побудувати область визначення функції       
ݖ = ඥݔଶ − ݕଶ. 







3. Знайти частинні похідні та частинні диференціали 






. Записати повний диференціал функції. 
4. Обчислити значення частинних похідних функції 
݂(ݔ, ݕ, ݖ) = 8ඥݔ + ݕଶ + ݖଷయ  в точці ܯ(3; 4; 2). 
5. Знайти частинні похідні складної функції                     
ݖ = ln(2ݑ − ݒ), де ݑ =
ଵ
଺
ݔଷݕଶ; 			ݒ = ඥݔ + 3ݕ та обчислити їхні 
значення в точці ܣ(3; 2). 
6. Знайти частинні похідні неявно заданої функції        
ݔ݁௬ − 7ݕݖ + 15ݔ − 23 = 0 та обчислити їхні значення в точці 
ܯ(−2;0; 4). 
7. Знайти частинні похідні другого порядку функції         















9. Переконатися, що вираз ݀ݑ = ௬
௫
݀ݔ + (ݕଷ + lnݔ)݀ݕ є 
повним диференціалом функції. Якщо так, знайти функцію за її 
повним диференціалом. 
10. Дослідити на екстремум функцію ݖ = ௫௬
௫మା௬మ
. 
11. Знайти найбільше та найменше значення функції      
ݖ = 3ݔଶ + 3ݕଶ − ݔ − ݕ + 1 в області ܦ, обмеженої лініями          
ݔ = 5, ݕ = 0, ݕ = ݔ − 1. 
12. Скласти рівняння дотичної площини та нормалі до 
поверхні ܵ:		ݔଶݕଶݖଶ − 6(ݔ + ݕ + ݖ) − 2ݖ + 15 у точці 
ܯ(−3;1; −2). 
13. Знайти похідну функції ݑ = ௭
ඥଵା௫మା௬మ
 та обчислити її 
значення в точці ܣ(0; 3;−5) за напрямом вектора ݈⃗ = ܣܤሬሬሬሬሬ⃗ , якщо 
ܤ(1;−4; 1). Знайти градієнт функції ݑ, обчислити значення 
градієнта та його модуль у точці ܣ. 
Збірник тестових завдань з вищої математики. Модуль 2 
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Завдання 13.18. 
1. Знайти та побудувати область визначення функції       
ݖ = arcsin(4ݔ − 9ݕ). 







3. Знайти частинні похідні та частинні диференціали 
функції ݖ = ݔඥݕ +
௬
√௫
య . Записати повний диференціал функції. 
4. Обчислити значення частинних похідних функції 
݂(ݔ, ݕ, ݖ) = arctg(ݔ + ݖ − 2ݔݕ) в точці ܯ(5; 0; −4). 
5. Знайти частинні похідні складної функції ݖ = ݑଷ௩, де 
ݑ = ln(ݔ − 2ݕ − 5) ; 			ݒ = 4ඥݔݕ та обчислити їхні значення в 
точці ܣ(12; 3). 
6. Знайти частинні похідні неявно заданої функції         
5ݔ − 3ݕସ + 12ݖଶ − 4ݖ + 13 = 0 та обчислити їхні значення в 
точці ܯ(−7; 3; 1). 
7. Знайти частинні похідні другого порядку функції        

















9. Переконатися, що вираз    ݀ݑ = (ݕ − sinݔ)݀ݔ +
(ݔ − 2ݕcosݕଶ)݀ݕ є повним диференціалом функції. Якщо так, 
знайти функцію за її повним диференціалом. 
10. Дослідити на екстремум функцію двох незалежних 
змінних ݖ = ݕ√ݔ − 2ݕଶ − ݔ + 14ݕ. 
11. Знайти найбільше та найменше значення функції     
ݖ = ݔଶ − 2ݔݕ − ݕଶ + 4ݔ + 5 в області ܦ, обмеженої лініями       
ݔ = −3, ݔ + ݕ + 1 = 0, ݕ = 0. 
12. Скласти рівняння дотичної площини та нормалі до 
поверхні ܵ:		ݖ = ݔସ − 5ݕଶ + 8ݔݕݖ − 7ݕ у точці ܯ(3; 5;−2). 
13. Знайти похідну функції ݑ = ݔଷݕ + ݕଷݖ − 3ݔݕݖ та 
обчислити її значення в точці ܣ(−1;−2;−1) за напрямом 
вектора ݈⃗ = ܣܤሬሬሬሬሬ⃗ , якщо ܤ(0; 3; 2). Знайти градієнт функції ݑ, 
обчислити значення градієнта та його модуль у точці ܣ. 
Збірник тестових завдань з вищої математики. Модуль 2 
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Завдання 13.19. 
1. Знайти та побудувати область визначення функції       
ݖ = ln(9ݔଶ − ݕଶ). 














. Записати повний диференціал функції. 
4. Обчислити значення частинних похідних функції 
݂(ݔ, ݕ, ݖ) = (ݔ + 3ݕ)ଶ௭ в точці ܯ(4;−1; 2). 
5. Знайти частинні похідні складної функції ݖ = arccos ௨
௩
, 
де ݑ = ݁௫௬; 			ݒ = ݔ + 4ݕ та обчислити їхні значення в точці 
ܣ(0; 1). 
6. Знайти частинні похідні неявно заданої функції 
2ݔ lnݕ − 5ݖଷ − 8ݔଶݕଶ − 6 = 0 та обчислити їхні значення в 
точці ܯ(4; 1; 2). 
7. Знайти частинні похідні другого порядку функції        
















= 3(ݔଷ − ݕଷ). 
9. Переконатися, що вираз ݀ݑ = (ݕଶ݁௫௬ − 3)݀ݔ +
݁௫௬(1 + ݔݕ)݀ݕ є повним диференціалом функції. Якщо так, 
знайти функцію за її повним диференціалом. 
10. Дослідити на екстремум   ݖ = ݔଷ + 8ݕଷ − 6ݔݕ. 
11. Знайти найбільше та найменше значення функції      
ݖ = 2ݔଶ + 3ݕଶ + 1 в області ܦ, обмеженої                      
ݕ = ඥ9 − 2,5ݔଶ , ݕ = 0. 
12. Скласти рівняння дотичної площини та нормалі до 
поверхні ܵ:		ݔଷ + ݕଷ + ݖଷ − 6ݔݕݖ + 15ݖ = 9 у точці ܯ(4; 5; −1). 
13. Знайти похідну функції ݑ = ݈݊(ݔݕݖ + ݔଷ) та 
обчислити її значення в точці ܣ(1; 3; 3) за напрямом вектора        
݈⃗ = ܣܤሬሬሬሬሬ⃗ , якщо ܤ(4; 3; 5). Знайти градієнт функції ݑ, обчислити 
значення градієнта та його модуль у точці ܣ. 
Збірник тестових завдань з вищої математики. Модуль 2 
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Завдання 13.20. 















3. Знайти частинні похідні та частинні диференціали 
функції ݖ = (4ݔଷݕଶ − ݔହ)ଷ. Записати повний диференціал 
функції. 
4. Обчислити значення частинних похідних функції 
݂(ݔ, ݕ, ݖ) = ln(ݔݕଶ − ݕݖଶ) в точці ܯ(4;−2;1). 
5. Знайти частинні похідні складної функції                     
ݖ = ݑ sin(ݑ + ݒ), де ݑ = √௫௬
௫ା௬
; 			ݒ = 2ݔଶ − 3ݕ − 3 та обчислити їхні 
значення в точці ܣ(2; 2). 
6. Знайти частинні похідні неявно заданої функції      
8ݔݕݖ − 4ݔଶ − 3ݕଷ + 5ݖସ = 0 та обчислити їхні значення в точці 
ܯ(2;−1; 4). 
7. Знайти частинні похідні другого порядку функції         















9. Переконатися, що вираз ݀ݑ = (2ݔ − 3ݕଶ + 1)݀ݔ +
(5 − 6ݔݕ)݀ݕ є повним диференціалом функції. Якщо так, знайти 
функцію за її повним диференціалом. 
10. Дослідити на екстремум функцію двох незалежних 
змінних ݖ = 1 + 15ݔ − 2ݔଶ − ݔݕ − 2ݕଶ. 
11. Знайти найбільше та найменше значення функції       
ݖ = 3ݔଶ + 3ݕଶ − 2ݔ − 2ݕ + 2 в області ܦ, обмеженої лініями           
ݔ = 0, ݕ = 0, ݔ + ݕ − 1 = 0. 
12. Скласти рівняння дотичної площини та нормалі до 
поверхні ܵ:		8ݔݕݖ − 3ݔଶ + 5ݖଷ − 16ݕ − 22 = 0 у точці ܯ(−3; 2; 4). 
13. Знайти похідну функції ݑ = ݖ ∙ ݁௫௬ିଶ௭ та обчислити її 
значення в точці ܣ(6;−1; 2) за напрямом вектора ݈⃗ = ܣܤሬሬሬሬሬ⃗ , якщо 
ܤ(3; 3; 2). Знайти градієнт функції ݑ, обчислити значення 
градієнта та його модуль у точці ܣ. 
Збірник тестових завдань з вищої математики. Модуль 2 
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Завдання 13.21. 
1. Знайти та побудувати область визначення функції        
ݖ = ln(6ݔ − 2ݕ + 12). 










3. Знайти частинні похідні та частинні диференціали 
функції ݖ = arcsinඥݔଶ − ݕଶ. Записати повний диференціал 
функції. 
4. Обчислити значення частинних похідних функції 
݂(ݔ, ݕ, ݖ) =
௬
√௫యା௭ర
 в точці ܯ(0; 4; −1). 
5. Знайти частинні похідні складної функції                           
ݖ = ݑଶ + ݒଶ − 3ݑݒ, де ݑ = ݔ௬ ; 			ݒ = ݔ sinݕ та обчислити їхні 
значення в точці ܣ(1; 0). 
6. Знайти частинні похідні неявно заданої функції        
ݔ݁௬ + ݖ݁௫ − 15(ݔ + ݖ) = 0 та обчислити їхні значення в точці 
ܯ(−1;0; 3). 
7. Знайти частинні похідні другого порядку функції        














= (ݔ + ݕ + ln ݖ) ∙ ݖ. 
9. Переконатися, що вираз ݀ݑ = (݁௫௬ + ݔݕ݁௫௬ − 7)݀ݔ +
(ݔଶ݁௫௬ + 5)݀ݕ є повним диференціалом функції. Якщо так, 
знайти функцію за її повним диференціалом. 
10. Дослідити на екстремум функцію двох незалежних 
змінних ݖ = 1 + 6ݔ − ݔଶ − ݔݕ − ݕଶ. 
11. Знайти найбільше та найменше значення функції      
ݖ = ݔଶ − 2ݔݕ в області ܦ, обмеженої лініями ݔ = 0, ݕ = ݔ, ݕ = 4. 
12. Скласти рівняння дотичної площини та нормалі до 
поверхні ܵ:		ݔଶ + ݕଶ + ݖଶ − 5ݔ − 7ݕ + 8ݖ − 13 = 0 у точці 
ܯ(7;−2;−3). 
13. Знайти похідну функції ݑ = 7ݔݕଶݖଷ та обчислити її 
значення в точці ܣ(−4; 1; 3) за напрямом вектора ݈⃗ = ܣܤሬሬሬሬሬ⃗ , якщо 
ܤ(2;−1; 2). Знайти градієнт функції ݑ, обчислити значення 
градієнта та його модуль у точці ܣ. 
Збірник тестових завдань з вищої математики. Модуль 2 
139 
Завдання 13.22. 















3. Знайти частинні похідні та частинні диференціали 




. Записати повний диференціал функції. 
4. Обчислити значення частинних похідних функції 
݂(ݔ, ݕ, ݖ) =
ଽ௭
(௫మା௬మା௭మ)య
 в точці ܯ(−1; 2; 3). 
5. Знайти частинні похідні складної функції ݖ = arcsin ௨
௩
, 
де ݑ = ඥݔ + ݕ; 			ݒ = ݔଶ + ݕଶ та обчислити їхні значення в точці 
ܣ(1;−1). 
6. Знайти частинні похідні неявно заданої функції 
ݔଶݕଶݖଶ − 2ݔ − 3ݕ + 5ݖ = 0 та обчислити їхні значення в точці 
ܯ(−4;2; 1). 





















9. Переконатися, що вираз ݀ݑ = (3ݔଶ − 2ݔݕ + ݕଶ݀ݔ) +
(2ݔݕ − ݔଶ − 3ݕଶ)݀ݕ є повним диференціалом функції. Якщо 
так, знайти функцію за її повним диференціалом. 
10. Дослідити на екстремум функцію двох незалежних 
змінних ݖ = ݔଷ + ݕଶ − 6ݔݕ − 39ݔ + 18ݕ + 20. 
11. Знайти найбільше та найменше значення функції      
ݖ = ݔݕ − 2ݔ − ݕ в області ܦ, обмеженої лініями                                 
ݔ = 0,			ݕ = ݔ, ݕ = 8. 
12. Скласти рівняння дотичної площини та нормалі до 
поверхні ܵ:		ݔଶ − ݖସ + 6ݔݖ + 2ݕݖ − 3ݔ = 12 у точці ܯ(−4;−3;1). 
13. Знайти похідну функції ݑ = 2ݔଶݕଷ − 4ݔݕݖ + 3ݖ та 
обчислити її значення в точці ܣ(−1; 0; 5) за напрямом вектора   
݈⃗ = ܣܤሬሬሬሬሬ⃗ , якщо ܤ(2; 2; 7). Знайти градієнт функції ݑ, обчислити 
значення градієнта та його модуль у точці ܣ. 
Збірник тестових завдань з вищої математики. Модуль 2 
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Завдання 13.23. 












3. Знайти частинні похідні та частинні диференціали 
функції ݖ = ln ቀݔ +
௬
ଶ௫
ቁ. Записати повний диференціал функції. 
4. Обчислити значення частинних похідних функції 
݂(ݔ, ݕ, ݖ) =
ୱ୧୬(௫ାଶ௬)
௭




5. Знайти частинні похідні складної функції                       
ݖ = ln(ݔ + 4ݕ), де ݑ = ݔଶ − ݕଶ; 			ݒ = ݁௫௬ та обчислити їхні 
значення в точці ܣ(5; 3). 
6. Знайти частинні похідні неявно заданої функції 
ඥݔଶ + ݕଶ − 13ݖହ + 8ݔݕ = 0 та обчислити їхні значення в точці 
ܯ(−3;4; −1). 
7. Знайти частинні похідні другого порядку функції         

















+ 2ݔݕݖ = 0. 
9. Переконатися, що вираз ݕ(݁௫௬ + 5)݀ݔ + ݔ(݁௫௬ + 5)݀ݕ 
є повним диференціалом функції. Якщо так, знайти функцію за 
її повним диференціалом. 
10. Дослідити на екстремум функцію двох незалежних 
змінних ݖ = 2ݔଷ + 2ݕଷ − 6ݔݕ + 7. 
11. Знайти найбільше та найменше значення функції      
ݖ = ݔଶ + 2ݔݕ − 10 в області ܦ, обмеженої лініями                            
ݕ = 0, ݕ = ݔଶ − 4. 
12. Скласти рівняння дотичної площини та нормалі до 
поверхні ܵ:	ݔଶ + ݕଶ − ݖଶ − 6ݔݖ + 13ݕ = 0 у точці ܯ(3; 2;−1). 
13. Знайти похідну функції ݑ = ݁௫௭ି௬
మ
 та обчислити її 
значення в точці ܣ(−2; 1; 5) за напрямом вектора ݈⃗ = ܣܤሬሬሬሬሬ⃗ , якщо 
ܤ(4; 3; 6). Знайти градієнт функції ݑ, обчислити значення 
градієнта та його модуль у точці ܣ. 
Збірник тестових завдань з вищої математики. Модуль 2 
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1. Знайти та побудувати область визначення функції        
ݖ = arcsin(4ݔ + 5ݕ). 







3. Знайти частинні похідні та частинні диференціали 
функції ݖ = arccosඥݔଶ + 5ݕଶ. Записати повний диференціал 
функції. 
4. Обчислити значення частинних похідних функції 
݂(ݔ, ݕ, ݖ) = ݖ݁
ି
ೣ
೤ в точці ܯ(4;−1; 0). 
5. Знайти частинні похідні складної функції                          
ݖ = ln൫ݑଷ − √ݒయ ൯, де ݑ = ݔଶݕ; 			ݒ = ݕଷ − ݔ та обчислити їхні 
значення в точці ܣ(7;−1). 
6. Знайти частинні похідні неявно заданої функції       
13ݔ + 5ݕଶ − 6ݖଷ + 2ݔݕ − 9ݕݖ = 0 та обчислити їхні значення в 
точці ܯ(7; 3; −2). 
7. Знайти частинні похідні другого порядку функції        




















9. Переконатися, що вираз ݀ݑ = (3ݔଶ − 2ݔݕ + ݕ)݀ݔ +
(ݔ − ݔଶ − 3ݕଶ − 4ݕ)݀ݕ є повним диференціалом функції. Якщо 
так, знайти функцію за її повним диференціалом. 
10. Дослідити на екстремум функцію двох незалежних 
змінних ݖ = 3ݔଷ + 3ݕଷ − 9ݔݕ + 10. 
11. Знайти найбільше та найменше значення функції      
ݖ = ݔଶ − 2ݕଶ + 4ݔݕ − 6ݔ + 10 в області ܦ, обмеженої лініями 
ݔ = 0, ݕ = 0, ݔ + ݕ = 3. 
12. Скласти рівняння дотичної площини та нормалі до 
поверхні ܵ:		ݖ = ݕଶ − 4ݖଷ − 2ݔݕ + 5ݔ − 13 у точці ܯ(−8; 1; 3). 
13. Знайти похідну функції ݑ = ln(ݔݕ + ݕݖ + 3) та 
обчислити її значення в точці ܣ(0; 1; 3) за напрямом вектора        
݈⃗ = ܣܤሬሬሬሬሬ⃗ , якщо ܤ(−2; 4; 5). Знайти градієнт функції ݑ, обчислити 
значення градієнта та його модуль у точці ܣ. 
Збірник тестових завдань з вищої математики. Модуль 2 
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Завдання 13.25. 





2. За допомогою методу перерізів побудувати поверхню 
ݕଶ = 10ݔ. 
3. Знайти частинні похідні та частинні диференціали 
функції ݖ = ඥݔݕ ln ݔ. Записати повний диференціал функції. 
4. Обчислити значення частинних похідних функції 




5. Знайти частинні похідні складної функції ݖ = ݑଶ ∙ ݁ି௩, 
де ݑ = arctg
௫
௬
; 			ݒ = ln(2ݔ − ݕ) та обчислити їхні значення в 
точці ܣ(1; 1). 
6. Знайти частинні похідні неявно заданої функції           
ݕݖ − ݔ௬ + 25 = 0 та обчислити їх значення в точці ܯ(4; 1; −2). 
7. Знайти частинні похідні другого порядку функції         





















9. Переконатися, що вираз ݀ݑ = (݁௫ା௬ − cosݔ)݀ݔ +
(݁௫ା௬ + sinݕ)݀ݕ є повним диференціалом функції. Якщо так, 
знайти функцію за її повним диференціалом. 
10. Дослідити на екстремум функцію двох незалежних 
змінних ݖ = ݔଶ + ݔݕ + ݕଶ + ݔ − ݕ + 8. 
11. Знайти найбільше та найменше значення функції      
ݖ = 3ݔ + 6ݕ − ݔଶ − ݔݕ − ݕଶ в області ܦ, обмеженої лініями        
ݔ = 0, ݔ = 1, ݕ = 0, ݕ = 1. 
12. Скласти рівняння дотичної площини та нормалі до 
поверхні ܵ:		2ݔݖ + 5ݔݕ − ݖସ + 2ݔ − 3ݕ − 17 = 0 у точці 
ܯ(4; 2; 8). 
13. Знайти похідну функції ݑ = ݔଶݕ − ݖଷ + 2ݔݖଶ та 
обчислити її значення в точці ܣ(−4; 1; 2) за напрямом вектора   
݈⃗ = ܣܤሬሬሬሬሬ⃗ , якщо ܤ(3; 0; 5). Знайти градієнт функції ݑ, обчислити 
значення градієнта та його модуль у точці ܣ. 
Збірник тестових завдань з вищої математики. Модуль 2 
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Завдання 13.26. 
1. Знайти та побудувати область визначення функції       
ݖ = arccos(ݔ + 6ݕ). 







3. Знайти частинні похідні та частинні диференціали 
функції ݖ = ln൫ඥݔଶ − ݕଶ + ݔ൯. Записати повний диференціал 
функції. 
4. Обчислити значення частинних похідних функції 
݂(ݔ, ݕ, ݖ) = arctg ቀ
௫
௬మ
− ݖቁ в точці ܯ(4; 2; 1). 




ݑ = ݔ +ඥݕ; 			ݒ = ݕ cosݔ та обчислити їх значення в точці ܣ(0; 4). 
6. Знайти частинні похідні неявно заданої функції      
6ݔݕݖ − 2(ݔଷ + ݕଷ + ݖଷ) = 11 та обчислити їхні значення в точці 
ܯ(2; 7;−5). 
7. Знайти частинні похідні другого порядку функції         
















9. Переконатися, що вираз ݀ݑ = ൫ݕଶ݁௫௬మ − 1൯݀ݔ +
൫2ݔݕ݁௫௬
మ
+ 5൯݀ݕ є повним диференціалом функції. Якщо так, 
знайти функцію за її повним диференціалом. 
10. Дослідити на екстремум функцію двох незалежних 
змінних ݖ = 4(ݔ − ݕ) − ݔଶ − 2. 
11. Знайти найбільше та найменше значення функції      
ݖ = 2ݔଷ − ݔݕଶ + ݕଶ в області ܦ, обмеженої лініями                         
ݔ = 0, ݔ = 1, ݕ = 0, ݕ = 6. 
12. Скласти рівняння дотичної площини та нормалі до 
поверхні ܵ:		ݔଷ − 2ݕଶ + 5ݔݖ − 14ݔ + 2ݖ − 11 = 0 у точці 
ܯ(6; 3;−2). 
13. Знайти похідну функції ݑ = ݔ݁௬
మି௭య  та обчислити її 
значення в точці ܣ(8; 1; 2) за напрямом вектора ݈⃗ = ܣܤሬሬሬሬሬ⃗ , якщо 
ܤ(7;−3; 1). Знайти градієнт функції ݑ, обчислити значення 
градієнта та його модуль у точці ܣ. 
Збірник тестових завдань з вищої математики. Модуль 2 
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Завдання 13.27. 
1. Знайти та побудувати область визначення функції       
ݖ = ඥ15 − 3ݔଶ − 5ݕଶ. 







3. Знайти частинні похідні та частинні диференціали 
функції ݖ = arctg√ݔ௬ . Записати повний диференціал функції. 
4. Обчислити значення частинних похідних функції 
݂(ݔ, ݕ, ݖ) =
௫ାଶ௬ାଷ௭
√௫ା௭
య  в точці ܯ(9; 0; −8). 
5. Знайти частинні похідні складної функції                     
ݖ = ln(݁ଶ௨ + ݁ି௩), де ݑ = ݔ cos ݕ ; 			ݒ = ݕ sinݔ та обчислити їхні 
значення в точці ܣ(ߨ; 0). 
6. Знайти частинні похідні неявно заданої функції 
ݔ sin ݖ − ݕ sinݔ = 5(ݔ + ݖ) та обчислити їхні значення в точці 
ܯ(ߨ; 8; 0). 
7. Знайти частинні похідні другого порядку функції       

















9. Переконатися, що вираз ݀ݑ = (ݕcosݔݕ + 2ݔ −
3ݕ)݀ݔ + (ݔcosݔݕ − 3ݔ + 4ݕ)݀ݕ є повним диференціалом 
функції. Якщо так, знайти функцію за її повним диференціалом. 
10. Дослідити на екстремум функцію двох незалежних 
змінних ݖ = ݔଶ + ݔݕ + ݕଶ − 6ݔ + 9ݕ. 
11. Знайти найбільше та найменше значення функції      
ݖ = ݔଶ + ݕଶ − 2ݔ − 2ݕ − 16 в області ܦ, обмеженої лініями       
ݔ = 0, ݕ = 0, ݔ + ݕ = 1. 
12. Скласти рівняння дотичної площини та нормалі до 
поверхні ܵ:		ݔଶ − 4ݕݖ + ݖଶ − 5ݔݖ + 13ݔ − 20 = 0 у точці ܯ(−4; 1; 9). 
13. Знайти похідну функції ݑ = ௫௬
ඥ௬మା௭మ
 та обчислити її 
значення в точці ܣ(−4;−3; 2) за напрямом вектора ݈⃗ = ܣܤሬሬሬሬሬ⃗ , 
якщо ܤ(1;−3; 5). Знайти градієнт функції ݑ, обчислити 
значення градієнта та його модуль у точці ܣ. 
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Завдання 13.28. 
1. Знайти та побудувати область визначення функції        














3. Знайти частинні похідні та частинні диференціали 
функції ݖ = ݔݕ݁ସ௫ିଽ௬. Записати повний диференціал функції. 
4. Обчислити значення частинних похідних функції 
݂(ݔ, ݕ, ݖ) = arccos ቀ
௭
௫మ
− 2ݕቁ в точці ܯ(2; 1; 8). 
5. Знайти частинні похідні складної функції ݖ = ݒଶ ln ݑ, 
де ݑ = 3ݔ − 4ݕ; 			ݒ =
௫
௬
 та обчислити їх значення в точці ܣ(2; 1). 
6. Знайти частинні похідні неявно заданої функції          
6ݔ − ݖଷ + 4ݕݖଶ − 5ݔଶݖ = 0 та обчислити їхні значення в точці 
ܯ(4; 4;−2). 
7. Знайти частинні похідні другого порядку функції        
ݖ = ln ቀ௫ିଶ௬
௫ାଶ௬







8. Перевірити, чи задовольняє функція                                     










9. Переконатися, що вираз ݀ݑ = (5ݕ + cosݔ +
6ݔݕଶ)݀ݔ + (5ݔ + 6ݔଶݕ)݀ݕ є повним диференціалом функції. 
Якщо так, знайти функцію за її повним диференціалом. 
10. Дослідити на екстремум функцію двох незалежних 
змінних ݖ = (ݔ − 2)ଶ + 2ݕଶ − 18. 
11. Знайти найбільше та найменше значення функції       
ݖ = ݔଶ + 2ݔݕ − ݕଶ − 4ݔ + 7 в області ܦ, обмеженої лініями       
ݔ − ݕ + 1 = 0, ݕ = 0, ݔ = 3. 
12. Скласти рівняння дотичної площини та нормалі до 
поверхні ܵ:		ݔଷ + ݕଷ + ݖଷ − 2ݔݕ + 7ݕݖ − 12 = 0 у точці 
ܯ(−1;−1; 3). 
13. Знайти похідну функції ݑ = ݔଶ + ݕଶ − 7ݔݕݖ та 
обчислити її значення в точці ܣ(2; 1; −5) за напрямом вектора   
݈⃗ = ܣܤሬሬሬሬሬ⃗ , якщо ܤ(4; 0;−3). Знайти градієнт функції ݑ, обчислити 
значення градієнта та його модуль у точці ܣ. 
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Завдання 13.29. 
1. Знайти та побудувати область визначення функції        
ݖ = arcsin(ݔ + ݕ). 










3. Знайти частинні похідні та частинні диференціали 
функції ݖ = arcsin
௫௬
ଶ௫ି௬
. Записати повний диференціал функції. 
4. Обчислити значення частинних похідних функції 
݂(ݔ, ݕ, ݖ) =
଻
ඥ௫మା௬మି௭మ
 в точці ܯ(1; 3; 3). 
5. Знайти частинні похідні складної функції ݖ = ݑݒ sin ௨
௩
, 
де ݑ = ݔଷ + ݕଶ; 			ݒ = ඥݔ − 3ݕ та обчислити їхні значення в 
точці ܣ(4; 1). 
6. Знайти частинні похідні неявно заданої функції     
4(ݔݕ + ݕݖ + ݔݖ) = ݕଶ − ݖହ та обчислити їхні значення в точці 
ܯ(4;−3; 2). 
7. Знайти частинні похідні другого порядку функції         
ݖ = ctg ቀ
௫మ
௬

















+ ݕଶ = 0. 
9. Переконатися, що вираз ݀ݑ = (݁௫ା௬ − cosݔ)݀ݔ +
(݁௫ା௬ + sinݔ)݀ݕ є повним диференціалом функції. Якщо так, 
знайти функцію за її повним диференціалом. 
10. Дослідити на екстремум функцію ݖ = ݔଷ + ݕଷ − 3ݔݕ. 
11. Знайти найбільше та найменше значення функції       
ݖ = 5ݔଶ − 3ݔݕ + ݕଶ в області ܦ, обмеженої лініями                         
ݔ = 0, ݔ = 1, ݕ = 0, ݕ = 1. 
12. Скласти рівняння дотичної площини та нормалі до 
поверхні ܵ:		4ݔଶݕଶݖଶ − 6ݔݕ + 5ݕݖ − 4ݔ + 2 = 0 у точці 
ܯ(6; 1;−1). 
13. Знайти похідну функції ݑ = ݔ௬௭  та обчислити її 
значення в точці ܣ(5; 1;−1) за напрямом вектора ݈⃗ = ܣܤሬሬሬሬሬ⃗ , якщо 
ܤ(3; 2; 8). Знайти градієнт функції ݑ, обчислити значення 
градієнта та його модуль у точці ܣ. 
Збірник тестових завдань з вищої математики. Модуль 2 
147 
Завдання 13.30. 
1. Знайти та побудувати область визначення функції        
ݖ = ඥݔଶ − ݕଶ. 










3. Знайти частинні похідні та частинні диференціали 
функції ݖ = arcctg(ݔ − 3ݕ)ଶ. Записати повний диференціал 
функції. 
4. Обчислити значення частинних похідних функції 
݂(ݔ, ݕ, ݖ) = ln൫ݔଷ − ݕ + √ݖయ ൯ в точці ܯ(2; 8; 1). 
5. Знайти частинні похідні складної функції                      
ݖ = (ݑଶ + ݒଶ)݁ି௩, де ݑ =
௫ାଵ
௬
; 			ݒ = ඥݔݕଷ та обчислити їхні 
значення в точці ܣ(3; 1). 
6. Знайти частинні похідні неявно заданої функції 
	ݔ ln ݖ + ݕ݁௫ − 6ݔݕݖ = 0 та обчислити їхні значення в точці 
ܯ(0; 2; 1). 
7. Знайти частинні похідні другого порядку функції        















9. Переконатися, що вираз ݀ݑ = (10ݔଶ − 21ݔଶݕ +
2ݕ)݀ݔ + (5 + 2ݔ − 7ݔଷ)݀ݕ є повним диференціалом функції. 
Якщо так, знайти функцію за її повним диференціалом. 
10. Дослідити на екстремум функцію                              
ݖ = 2ݔݕ − 2ݔଶ − 4ݕଶ. 
11. Знайти найбільше та найменше значення функції       
ݖ = ݔଶ + 2ݔݕ − 4ݔ + 8ݕ в області ܦ, обмеженої лініями                
ݔ = 0, ݔ = 1, ݕ = 0, ݕ = 2. 
12. Скласти рівняння дотичної площини та нормалі до 
поверхні ܵ:		ݔଶ + ݕଶ − 3ݖଷ + 6ݔݕݖ − 12 = 0 у точці ܯ(5; 1; 3). 
13. Знайти похідну функції ݑ = (ݔ + ݖ)ଶ௬  та обчислити її 
значення в точці ܣ(4;−3; 2) за напрямом вектора ݈⃗ = ܣܤሬሬሬሬሬ⃗ , якщо 
ܤ(5; 4; 1). Знайти градієнт функції ݑ, обчислити значення 
градієнта та його модуль у точці ܣ. 
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Тема 14 «Диференціальні рівняння» 
 
 У цьому розділі ми ознайомимося зі звичайними 
диференціальними рівняннями. Ми навчимося знаходити 
загальні та частинні розв’язки диференціальних рівнянь 
першого та другого порядів, розв’язувати системи 
диференціальних рівнянь. Перед розв’язанням завдання 
пропонуємо повторити теоретичний матеріал, який міститься у 
розділі 10 Посібника «Вища математика. Модуль 2». 
 
Приклади розв’язання типового варіанту 
 
1. Знайти загальний розв’язок диференціального рівняння 
√1 − ݔଶ݀ݕ − 3ݕ݀ݔ = 0. 
Розв’язання. Маємо диференціальне рівняння першого 
порядку з відокремлюваними змінними. Розділимо їх так: 
√1 − ݔଶ݀ݕ = 3ݕ݀ݔ ฬ:√1 − ݔ
ଶ
: ݕ													







Проінтегруємо ліву та праву частину отриманої рівності 







;             lnݕ = 3arcsinݔ + lnܥ;        ݕ = ܥ݁ଷarcsin௫ . 
 
2. Знайти частинний розв’язок диференціального рівняння 
сosଶݔ ∙ ݕᇱ − ൫9 + √2сosଷݔ൯ = 0, яке задовольняє 
початковій умові ݕ ቀ
గ
ସ
ቁ = 1. 
Розв’язання. Маємо диференціальне рівняння першого 
порядку з відокремлюваними змінними. Розділимо їх так: 




= ൫9 + √2сosଷݔ൯			|∙ ݀ݔ; 
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 Проінтегруємо ліву та праву частину отриманої рівності 




+√2∫ cos ݔ ݀ݔ; 
ݕ = 9tgݔ + √2sinݔ + ܥ. 







+ ܥ;      1 = 9 + 1 + ܥ;      ⇒     ܥ = −9. 
Остаточно маємо частинний розв’язок: ݕ = 9tgݔ + √2sinݔ − 9. 
 
3. Знайти загальний розв’язок диференціального рівняння 
ݔ݀ݕ − ቀݕ − ݔtg
௬
௫
ቁ ݀ݔ = 0. 
Розв’язання. Перевіримо, чи буде це рівняння 
однорідним рівнянням першого порядку. Для цього замінимо 
ݔ → ݇ݔ; 					ݕ → ݇ݕ; 					݀ݔ → ݇݀ݔ; 					݀ݕ → ݇݀ݕ 
݇ݔ ∙ ݇݀ݕ − ቀ݇ݕ − ݇ݔtg
௞௬
௞௫
ቁ ݇݀ݔ = 0. 
Скоротивши ліву та праву частину рівняння на ݇ଶ, 
отримаємо початкове рівняння. Отже це диференціальне 
рівняння – однорідне. Для розв’язання потрібно використати 
підстановку  
ݕ = ݑݔ; 			ݕᇱ = ݑᇱݔ + ݑ, 








ݔ(ݑᇱݔ + ݑ) − ݑݔ + ݔtg
௨௫
௫
= 0						|: ݔ; 
ݑᇱ + ݑ − ݑ + tgݑ = 0;  ݑᇱ = −tgݑ. 
Ми отримали диференціальне рівняння з відокремлюваними 
змінними, розв’яжемо його: 
ௗ௨
ௗ௫




∫ ctgݑ	݀ݑ = −∫݀ݔ;         ln|sinݑ| = −ݔ + ln ܥ 
або                         sin ݑ = ݁ି௫ା୪୬ ஼ ;     sinݑ = ܥ݁ି௫ . 





= ܥ݁ି௫ . 
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4. Проінтегрувати диференціальне рівняння  
ݔݕᇱ − 2ݕ = ݔଷ − ݔ. 
 Розв’язання. Задане рівняння є лінійним, оскільки 
шукана функція та її похідна входять у рівняння в першій 
степені. Перепишемо рівняння в зручному вигляді, поділивши 




= ݔଶ − 1. 
Визначимо розв’язок у такому вигляді 
ݕ = ݑ ∙ ݒ;										ݕᇱ = ݑ′ ∙ ݒ + ݑ ∙ ݒ′. 
 Підставимо у рівняння та згрупуємо другий та третій 
доданки, вираз у дужках дорівняємо до нуля: 
ݑᇱ ∙ ݒ + ݑ ∙ ݒᇱ − 2
௨∙௩
௫
= ݔଶ − 1; 
ݑᇱ ∙ ݒ + ݑ ቀݒᇱ − 2
௩
௫











ln ݒ = 2 ln ݔ;          ⇒          ࢜ = ࢞૛. 
 Повернемося до рівняння. Беручи до уваги, що вираз у 
дужках дорівнює нулю, отримаємо: 
ݑᇱݒ = ݔଶ − 1. 
 Підставимо отриману функцію ݒ, розв’яжемо рівняння з 
відокремлюваними змінними відносно функції ݑ: 
ݑᇱݔଶ = ݔଶ − 1;          ݑᇱ = 1 −
ଵ
௫మ








 Загальний розв’язок диференціального рівняння 
знаходимо як добуток функцій ݑ і ݒ:  
ݕ = ݑݒ = ቀݔ +
ଵ
௫
+ ܥቁ ∙ ݔଶ;     або 
ݕ = ݔଷ + ݔ + ܥݔଶ. 
 
5.  Знайти загальний розв’язок диференціального рівняння 
ݕᇱ − ݔݕ = ݔଷݕଷ. 
 Розв’язання. Задане рівняння – це рівняння Бернуллі 
(10.7) із ݊ = 3. Поділимо рівняння на ݕଷ і введемо нову змінну 
ݖ = ݕଵି௡ = ݕିଶ: 







= ݔଷ          або     ݕᇱ ∙ ݕିଷ − ݔݕିଶ = ݔଷ; 
ݖ = ݕିଶ 						⇒ 							 ݖᇱ = −2ݕିଷ ∙ ݕ′          або     −
௭ᇱ
ଶ
= ݕᇱ ∙ ݕିଷ. 




− ݔݖ = ݔଷ          або     ݖᇱ + 2ݔݖ = −2ݔଷ . 
 Розв’яжемо його за допомогою підстановки (10.7): 
ݖ = ݑݒ;					ݖᇱ = ݑᇱݒ + ݑݒ′; 
ݑᇱݒ + ݑݒᇱ + 2ݔݑݒ = −2ݔଷ; 
ݑᇱݒ + ݑ(ݒᇱ + 2ݔݒ) = −2ݔଷ. 
 Рівняння розділяється на два рівняння з відокремленими 
змінними. Знайдемо функцію ݒ: 
ݒᇱ + 2ݔݒ = 0					 ⇒ 					
ௗ௩
ௗ௫







= −2∫ ݔ݀ݔ 				⇒ 					 ln ݒ = −ݔଶ 				⇒				 	ݒ = ݁ି௫
మ
. 
 Повернемося до рівняння та знайдемо функцію ݑ: 












 Проінтегруємо отриманий вираз. Зауважимо, що під час 
інтегрування необхідно ввести нову змінну та використати 
метод інтегрування частинами: 
ݑ = −2∫ ݔଷ݁௫
మ
݀ݔ = −∫ݔଶ ∙ 2ݔ݁௫
మ
݀ݔ = ൤ ݐ = ݔ
ଶ
݀ݐ = 2ݔ݀ݔ
൨ =  
   = −∫ ݐ݁௧݀ݐ = ቂ ݑ = ݐ ݀ݑ = ݀ݐ
݀ݒ = ݁௧݀ݐ ݒ = ݁௧
ቃ = −ݐ݁௧ + ∫ ݁௧݀ݐ =  
   = −ݐ݁௧ + ݁௧ + ܥ = ݁௧(1 − ݐ) + ܥ = ݁௫
మ(1 − ݔଶ) + ܥ. 
 Отже, проміжна функція ݖ має такий вигляд: 
ݖ = ൫݁௫
మ(1 − ݔଶ) + ܥ൯ ∙ ݁ି௫
మ
= (1 − ݔଶ) + ܥ ∙ ݁ି௫
మ
. 
 Повернемося до шуканої функції, отримаємо загальний 
розв’язок диференціального рівняння: 
ଵ
௬మ
= (1 − ݔଶ) + ܥ ∙ ݁ି௫
మ
. 
6. Знайти загальний розв’язок диференціального рівняння  
(ݔଶ − ܽݕ)݀ݔ + (ݕଶ − ܽݔ)݀ݕ = 0. 
 Розв’язання. Перевіримо, чи є задане рівняння рівнянням 
у повних диференціалах. Для цього випишемо функції ܲ і ܳ та 
продиференціюємо їх: 
ܲ(ݔ, ݕ) = ݔଶ − ܽݕ; 									ܳ(ݔ, ݕ) = ݕଶ − ܽݔ; 














 Перевірка показала, що рівняння є рівнянням у повних 
диференціалах. Проінтегруємо його. Довільною точкою (ݔ଴, ݕ଴) 
оберемо точку (0,0) (область визначення функції це дозволяє). 
Використаємо формулу (10.16): 
∫ ݔଶ݀ݔ
௫
଴ + ∫ (ݕ
ଶ − ܽݔ)݀ݕ
௬

















− ܽݔݕ = ܥ. 
7. Знайти частинний розв’язок диференціального рівняння, 
що задовольняє початковим умовам: 
ݕᇱᇱ = 2sinݔ	cosଶݔ − sinଷݔ; 				ݕ(0) = ݕᇱ(0) = 1. 
 Розв’язання. Щоб розв’язати рівняння такого типу, його 
необхідно двічі проінтегрувати: 
ݕᇱ = න(2sinݔ	cosଶݔ − sinଷݔ)݀ݔ = න(2cosଶݔ − sinଶݔ) sinݔ݀ݔ = 
    = ቈ
ݑ = cosݔ
݀ݑ = −sinݔ݀ݔ
sinଶݔ = 1 − cosଶݔ = 1 − ݑଶ
቉ = −∫(2ݑଶ − 1+ ݑଶ) ݀ݑ = 
    = −∫(3ݑଶ − 1) ݀ݑ = −ݑଷ + ݑ + ܥଵ = −cosଷݔ + cosݔ + ܥଵ. 
 Знайдемо коефіцієнт ܥଵ за умовою ݕᇱ(0) = 1: 
1 = −cosଷ0 + cos0 + ܥଵ;     1 = −1 + 1 + ܥଵ;     ⇒     ܥଵ = 1. 
ݕ = ∫(−cosଷݔ + cosݔ + 1)݀ݔ = −∫(1 − sinଶݔ) ݀(sinݔ) +  
+∫cosݔ	݀ݔ + ∫݀ݔ = −sinݔ +
sinయ௫
ଷ




+ ݔ + ܥଶ. 




+ 0+ ܥଶ      ⇒     ܥଶ = 1. 
Остаточно маємо ݕ =
sinయ௫
ଷ
+ ݔ + 1. 
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8. Знайти загальний розв’язок диференціального рівняння 
ݔݕᇱᇱ − ݕᇱ = 0. 
 Розв’язання. Маємо диференціальне рівняння другого 
порядку, що не містить шуканої функції, тобто ݕ. Для 
розв’язання використаємо підстановку (10.21, а): 
ݕᇱ = ݖ,				ݕᇱᇱ = ݖ′; 
ݔݖᇱ − ݖ = 0. 
 Отримаємо диференціальне рівняння першого порядку з 

















ln ݖ = ln ݔ + ln ܥଵ;     або     ln ݖ = ln(ܥଵݔ), 
звідси                                         ݖ = ܥଵݔ. 
 Пригадаємо, що ݕᇱ = ݖ, проінтегруємо останній вираз, 
отримаємо загальний розв’язок диференціального рівняння 
відносно шуканої функції ݕ: 





9. Знайти частинний розв’язок диференціального рівняння  
ݕଷݕᇱᇱ = −1, 
що задовольняє умовам ݕ(1) = 1, ݕᇱ(1) = 0. 
 Розв’язання. Маємо диференціальне рівняння другого 
порядку, що не містить незалежної змінної (10.22). Для 
пониження порядку скористаємося підстановкою (10.23): 









 Це рівняння першого порядку з відокремлюваними 




























Знайдемо константу ܥଵ:      0 = ඥ1 + ܥଵ     ⇒					ܥଵ = −1. 




















= ∫݀ݔ,          −ඥ1− ݕଶ = ݔ − ܥଶ. 
Знайдемо константу ܥଵ:      −√1 − 1ଶ = 1− ܥଶ;     ܥଶ = 1. 
 Остаточно маємо частинний розв’язок диференціального 
рівняння 
ඥ1 − ݕଶ = −(ݔ − 1) 
або виконавши елементарні перетворення отримаємо 
1 − ݕଶ = (ݔ − 1)ଶ           ⇒            ݕ = √2ݔ − ݔଶ. 
10. Знайти загальний розв’язок лінійного однорідного 
диференціального рівняння: 
а) ݕᇱᇱ − 7ݕᇱ + 12ݕ = 0; 
б) ݕᇱᇱ + 16ݕᇱ + 64ݕ = 0; 
в) ݕᇱᇱ + 25ݕ = 0. 
 Розв’язання. 
 а) складемо характеристичне рівняння, що відповідає 
ЛОДР. Для цього використаємо заміну: 
ݕ → 1;					ݕᇱ → ݇; 					ݕ′′ → ݇ଶ; 
݇ଶ − 7݇ + 12 = 0, 
його корені ݇ଵ = 3;		݇ଶ = 4. За таблицею 10.1 отримаємо 
загальний розв’язок ЛОДР: 
ݕ = ܥଵ݁ଷ௫ + ܥଶ݁ସ௫; 
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 б) складемо характеристичне рівняння, що відповідає 
ЛОДР. Для цього використаємо заміну: 
ݕ → 1;					ݕᇱ → ݇; 					ݕ′′ → ݇ଶ; 
݇ଶ + 16݇ + 64 = 0, 
його корені ݇ଵ = ݇ଶ = −8. За таблицею 10.1 отримаємо 
загальний розв’язок ЛОДР: 
ݕ = (ܥଵ + ܥଶݔ)݁ି଼௫; 
 в) складемо характеристичне рівняння, що відповідає 
ЛОДР. Для цього використаємо заміну: 
ݕ → 1; 					ݕ′′ → ݇ଶ; 
݇ଶ + 25 = 0,     ⇒				 ݇ଶ = −25;					⇒ 				 ݇ଵ,ଶ = ±5݅ 
його корені ݇ଵ = ݇ଶ = −8. За таблицею 10.1 отримаємо 
загальний розв’язок ЛОДР: 
ݕ = ܥଵ cos 5ݔ + ܥଶ sin5ݔ. 
 
11. Знайти загальний розв’язок лінійного неоднорідного 
диференціального рівняння: 
а) ݕᇱᇱ − 8ݕᇱ + 12ݕ = 4 cos2ݔ; 
б) ݕᇱᇱ + 3ݕᇱ = 2ݔଷ − 1; 
в) ݕᇱᇱ − 6ݕᇱ + 13ݕ = 9݁ଷ௫ . 
 Розв’язання.  
 а) відповідно до теореми про структуру загального 
розв’язку лінійного неоднорідного диференціального рівняння, 
визначати його будемо у такому вигляді: 
ݕ = ݕо + ݕн. 
 Запишемо однорідне рівняння, що відповідає 
зазначеному: 
ݕᇱᇱ − 8ݕᇱ + 12ݕ = 0. 
 Його характеристичне рівняння буде мати такий вигляд: 
݇ଶ − 8݇ + 12 = 0, 
 де ݇ଵ = 2;	݇ଶ = 6 - корені характеристичного рівняння.  
 Отже, загальний розв’язок однорідного рівняння 
виглядає так 
ݕо = ܥଵ݁ଶ௫ + ܥଶ݁଺௫ . 
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 Відповідно до  таблиці 10.2, за виглядом правої частини 
визначимо структуру частинного розв’язку: 
ݕн = ܣ cos 2ݔ + ܤ sin2ݔ 
 За допомогою методу невизначених коефіцієнтів 
знайдемо значення невідомого коефіцієнта. Для цього знайдемо 
першу та другу похідні й підставимо їх у початкове рівняння, 
порівняємо коефіцієнти при однакових функціях: 
ݕнᇱ = −2ܣ sin 2ݔ + 2ܤ cos 2ݔ ;	ݕнᇱᇱ = −4ܣ cos 2ݔ − 4ܤ sin2ݔ;    
    ⇒						−4ܣ cos 2ݔ − 4ܤ sin2ݔ − 8(−2ܣ sin 2ݔ + 2ܤ cos 2ݔ) + 
             +12(ܣ cos 2ݔ + ܤ sin2ݔ) = 4 cos2ݔ; 
8ܣ cos 2ݔ + 8ܤ sin 2ݔ + 16ܣ sin2ݔ − 16ܤ cos 2ݔ = 4 cos 2ݔ. 
cos 2ݔ
sin 2ݔ
ቚ 8ܣ − 16ܤ = 4
8ܤ + 16ܣ = 0
. 
 Розв’яжемо отриману систему, скоротивши перше 
рівняння на 4, а друге – на 8: 
ቄ
2ܣ − 4ܤ = 1
2ܣ + ܤ = 0,      ⇒      
൜2ܣ − 4 ∙
(−2ܣ) = 1
ܤ = −2ܣ,
     ⇒     ቄ
ܣ = 0,1
ܤ = −0,2. 
 Отримаємо частинний розв’язок лінійного 
неоднорідного диференціального рівняння: 
ݕн = 0,1 cos 2ݔ − 0,2 sin 2ݔ. 
 Отже, загальний розв’язок лінійного неоднорідного 
диференціального рівняння буде мати такий вигляд: 
ݕ = ܥ1݁2ݔ + ܥ2݁6ݔ + 0,1 cos 2ݔ − 0,2 sin 2ݔ. 
 б) відповідно до теореми про структуру загального 
розв’язку лінійного неоднорідного диференціального рівняння, 
визначати його будемо у вигляді: 
ݕ = ݕо + ݕн. 
 Запишемо однорідне рівняння, що відповідає 
зазначеному: 
ݕᇱᇱ + 3ݕᇱ = 0. 
 Його характеристичне рівняння буде мати такий вигляд: 
݇ଶ + 3݇ = 0, 
 де ݇ଵ = 0;	݇ଶ = −3 - корені характеристичного рівняння.  
 Отже загальний розв’язок однорідного рівняння 
ݕо = ܥଵ + ܥଶ݁ିଷ௫. 
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 Відповідно до  таблиці 10.2, за виглядом правої частини 
визначимо структуру частинного розв’язку, звернувши увагу на 
той факт, що один із коренів характеристичного рівняння 
співпадає з коренем правої частини: 
ݕн = (ܣݔଷ +ܤݔଶ + ܥݔ + ܦ) ∙ ݔ = ܣݔସ +ܤݔଷ + ܥݔଶ +ܦݔ. 
 За допомогою методу невизначених коефіцієнтів 
знайдемо значення невідомого коефіцієнта. Для цього знайдемо 
першу та другу похідні й підставимо їх у початкове рівняння, 
порівняємо коефіцієнти при однакових функціях: 
ݕнᇱ = 4ܣݔଷ + 3ܤݔଶ + 2ܥݔ + ܦ;	ݕнᇱᇱ = 12ܣݔଶ + 6ܤݔ + 2ܥ;    
⇒		







12ܣ + 9ܤ = 0
6ܤ + 6ܥ = 0
2ܥ + 3ܦ = −1
. 
 Розв’яжемо отриману систему послідовно виключаючи 















ቁ + 6ܥ = 0;     6ܥ =
ସ
ଷ







+ 3ܦ = −1;     3ܦ = −
ଵଷ
ଽ




 Отримаємо частинний розв’язок лінійного 














 Отже, загальний розв’язок лінійного неоднорідного 
диференціального рівняння буде мати такий вигляд: 













 в) відповідно до теореми про структуру загального 
розв’язку лінійного неоднорідного диференціального рівняння, 
визначати його будемо у такому вигляді: 
ݕ = ݕо + ݕн. 
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 Запишемо однорідне рівняння, що відповідає 
зазначеному: 
ݕᇱᇱ − 6ݕᇱ + 13ݕ = 0. 
 Його характеристичне рівняння буде мати такий вигляд: 
݇ଶ − 6݇ + 13 = 0, 
 де ݇ଵ,ଶ = 3 ± 2݅ - корені характеристичного рівняння.  
 Отже, загальний розв’язок однорідного рівняння такий: 
ݕо = ݁ଷ௫(ܥଵ cos 2ݔ + ܥଶ sin 2ݔ). 
 Відповідно до  таблиці 10.2, за виглядом правої частини 
визначимо структуру частинного розв’язку, звернувши увагу на 
той факт, що один із коренів характеристичного рівняння 
співпадає з коренем правої частини: 
ݕн = ܣ݁ଷ௫ . 
 За допомогою методу невизначених коефіцієнтів 
знайдемо значення невідомого коефіцієнта. Для цього знайдемо 
першу та другу похідні й підставимо їх у початкове рівняння, 
порівняємо коефіцієнти при однакових функціях: 
ݕнᇱ = 3ܣ݁ଷ௫; 	ݕнᇱᇱ = 9ܣ݁ଷ௫;    
⇒						9ܣ݁ଷ௫ − 6 ∙ 3ܣ݁ଷ௫ + 13 ∙ ܣ݁ଷ௫ = 9݁ଷ௫;	
4ܣ݁ଷ௫ = 3݁ଷ௫  





 Отримаємо частинний розв’язок лінійного 





 Отже, загальний розв’язок лінійного неоднорідного 
диференціального рівняння буде мати такий вигляд: 




12. Знайти частинний розв’язок диференціального рівняння 
ݕᇱᇱ − 2ݕᇱ + 5ݕ = ݔ݁ଶ௫ , яке задовольняє початковим 
умовам ݕ(0) = 1;	ݕᇱ(0) = 0. 
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 Розв’язання. Відповідно до теореми про структуру 
загального розв’язку лінійного неоднорідного диференціального 
рівняння, шукати його будемо у вигляді: 
ݕ = ݕо + ݕн. 
 Запишемо відповідне однорідне рівняння: 
ݕᇱᇱ − 2ݕᇱ + 5ݕ = 0. 
 Його характеристичне рівняння має вигляд: 
݇ଶ − 2݇ + 5 = 0, 
 де ݇ଵ,ଶ = 1 ± 2݅  - корені характеристичного рівняння, 
отже загальний розв’язок неоднорідного рівняння 
ݕо = ݁௫(ܥଵ cos 2ݔ + ܥଶ sin 2ݔ). 
 Відповідно до таблиці 10.2, за виглядом правої частини 
визначимо структуру частинного розв’язку. Звертаємо увагу на 
те, що корені характеристичного рівняння не дорівнюють 
кореням правої частини: 
ݕн = (ܣݔ + ܤ)݁௫. 
 За допомогою методу невизначених коефіцієнтів 
знайдемо значення невідомого коефіцієнта. Для цього знайдемо 
першу та другу похідні й підставимо їх у початкове рівняння: 
ݕнᇱ = ܣ݁௫ + (ܣݔ + ܤ)݁௫ = (ܣ + ܣݔ + ܤ)݁௫; 
ݕнᇱᇱ = ܣ݁௫ + (ܣ + ܣݔ + ܤ)݁௫ = (2ܣ + ܣݔ + ܤ)݁௫; 
(2ܣ + ܣݔ + ܤ)݁௫ − 2(ܣ + ܣݔ + ܤ)݁௫ + 5(ܣݔ + ܤ)݁௫ = ݔ݁ଶ௫; 
(4ܣݔ + 4ܤ)݁ଶ௫ = ݔ݁ଶ௫       або      4ܣݔ + 4ܤ = ݔ 
ݔଵ
ݔ଴
ฬ 4ܣ = 1				
4ܤ = 0				






 Отримаємо частинний розв’язок лінійного 





 Загальний розв’язок лінійного неоднорідного 
диференціального рівняння має вигляд: 




 Для знаходження частинного розв’язку, треба 
задовольнити початковим умовам, для цього знайдемо похідну: 
ݕᇱ = ݁௫(ܥଵ cos 2ݔ + ܥଶ sin2ݔ) + ݁௫(−2ܥଵ sin 2ݔ + 2ܥଶ cos 2ݔ) + 























 Отже, частинний розв’язок лінійного неоднорідного 
диференціального рівняння має такий вигляд: 








13. Знайти загальний розв’язок системи лінійних однорідних 
диференціальних рівнянь  
൜
ݔᇱ = 3ݔ − ݕ
ݕᇱ = 5ݔ − ݕ
 
а) методом виключення змінної; 
б) за допомогою характеристичного рівняння. 
 Розв’язання.  
 а) Продиференціюємо перше рівняння: 
ݔᇱᇱ = 3ݔᇱ − ݕ′		. 
 Підставимо в отримане рівняння ݕᇱ з другого рівняння 
ݔᇱᇱ = 3ݔᇱ − 5ݔ + ݕ. 
 Виразимо взяте з першого рівняння ݕ = −ݔᇱ + 3ݔ і 
підставимо в останнє: 
ݔᇱᇱ = 3ݔᇱ − 5ݔ − ݔᇱ + 3ݔ; 
ݔᇱᇱ − 2ݔᇱ + 2ݔ = 0. 
 Отримали лінійне однорідне диференціальне рівняння 
другого порядку. Запишемо характеристичне рівняння, йому 
відповідне: 
݇ଶ − 2݇ + 2 = 0        ⇒        ݇ଵ,ଶ = 1± ݅. 
 За таблицею 10.1 отримаємо загальний розв’язок для 
шуканої функції ݔ: 
ݔ = ݁௧(ܥଵ cos ݐ + ܥଶ sin ݐ). 
 Знайдемо функцію ݕ. Для цього продиференціюємо ݔ: 
ݔᇱ = ݁௧(ܥଵ cos ݐ + ܥଶ sin ݐ) + ݁௧(−ܥଵ sin ݐ + ܥଶ cos ݐ) = 
     = ݁௧(ܥଵ cos ݐ + ܥଶ sin ݐ − ܥଵ sin ݐ + ܥଶ cos ݐ); 
ݕ	 = −ݔᇱ + 3ݔ = −݁௧(ܥଵ cos ݐ + ܥଶ sin ݐ − ܥଵ sin ݐ + ܥଶ cos ݐ) + 
    +3݁௧(ܥଵ cos ݐ + ܥଶ sin ݐ) = 
    = ݁௧(2ܥଵ cos ݐ + 2ܥଶ sin ݐ + ܥଵ sin ݐ − ܥଶ cos ݐ) 
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ݕ = ݁௧൫(2ܥଵ − ܥଶ) cos ݐ + (ܥଵ + 2ܥଶ) sin ݐ൯. 
 Отримаємо загальний розв’язок системи лінійних 
однорідних диференціальних рівнянь: 
ݔ = ݁௧(ܥଵ cos ݐ + ܥଶ sin ݐ); 
ݕ = ݁௧൫(2ܥଵ − ܥଶ) cos ݐ + (ܥଵ + 2ܥଶ) sin ݐ൯. 
 
 б) Характеристичне рівняння системи має такий вигляд: 
ቚ3 − ݇ −1
5 −1 − ݇
ቚ = (3 − ݇)(−1 − ݇) − 5(−1) = ݇ଶ − 2݇ + 2 = 0. 
 Звідси ݇ଵ,ଶ = 1 ± ݅. 
 Перший розв’язок системи 
ݔ = ݁௧ cos ݐ;     ⇒	
ݕ = 3ݔ − ݔᇱ = 3݁௧ cos ݐ − ݁௧ cos ݐ + ݁௧ sin ݐ = ݁௧(2 cos ݐ + sin ݐ); 
другий розв’язок системи 
ݔ = ݁௧ sin ݐ;     ⇒	
ݕ = 3ݔ − ݔᇱ = 3݁௧ sin ݐ − ݁௧ sin ݐ − ݁௧ cos ݐ = ݁௧(2 sin ݐ − cos ݐ). 
 
 Отже, загальний розв’язок системи виглядає так: 
ݔ = ܥଵ݁௧ cos ݐ + ܥଶ݁௧ sin ݐ = ݁௧(ܥଵ cos ݐ + ܥଶ sin ݐ);					 
ݕ = ܥଵ݁௧(2 cos ݐ + sin ݐ) + ܥଶ݁௧(2 sin ݐ − cos ݐ) = 
   = ݁௧൫(2ܥଵ − ܥଶ) cos ݐ + (ܥଵ + 2ܥଶ) sin ݐ൯. 
  
Збірник тестових завдань з вищої математики. Модуль 2 
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Завдання 14.1 
 Знайти загальний розв’язок диференціального рівняння:  
1. ݕ݁ଶ௫݀ݔ + (1 + ݁ଶ௫)݀ݕ = 0. 
Розв’язати задачу Коші: 
2. (ݔ − 2)݀ݕ − (ݕ + 3)݀ݔ; ݕ(3) = −1. 
Знайти загальний розв’язок диференціального рівняння:  
3. 2ݔݕ݀ݔ + (ݔଶ − ݕଶ)݀ݕ = 0. 
4. ݔݕᇱ − 4ݕ = 2ݔଶ − 3ݔ. 





− 2ݔݕଶቁ ݀ݔ + ቀ
ଵ
௬
− 2ݔଶݕቁ݀ݕ = 0. 
Знайти частинний розв’язок диференціального рівняння, 
який задовольняє початковим умовам: 
7. ݕᇱᇱ = ݔଶ − cosݔ; ݕ(ߨ) = 	0;	ݕᇱ(ߨ) = −2. 
Знайти загальний розв’язок диференціального рівняння:  
8. (1 + ݔଶ)ݕᇱᇱ − 2ݔݕᇱ = 0. 
9. ݕݕᇱᇱ − ݕଶݕᇱ − (ݕᇱ)ଶ = 0. 
10. а) ݕᇱᇱ − 4ݕᇱ + 3ݕ = 0; 
б) ݕᇱᇱ + 16ݕᇱ + 64ݕ = 0; 
в) ݕᇱᇱ + 2ݕᇱ + 2ݕ = 0. 
11. а) ݕᇱᇱ + 2ݕᇱ + ݕ = 4ݔଶ − 3ݔ − 5; 
б) ݕᇱᇱ − 6ݕᇱ + 8ݕ = 14݁ଶ௫; 
в) ݕᇱᇱ − 7ݕᇱ + 6ݕ = sinݔ. 
Знайти частинний розв’язок диференціального рівняння, 
який задовольняє початковим умовам: 
12. ݕᇱᇱ − 5ݕᇱ + 6ݕ = (12ݔ − 7)݁ି௫; ݕ(0) = 0	; 	ݕᇱ(0) = 0. 
13. Знайти загальний розв’язок системи лінійних однорідних 
диференціальних рівнянь  
൜
ݔᇱ = 4ݔ − 8ݕ
ݕᇱ = −8ݔ + 4ݕ
 
а) методом виключення змінної; 
б) за допомогою характеристичного рівняння. 
  
Збірник тестових завдань з вищої математики. Модуль 2 
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Завдання 14.2 
 Знайти загальний розв’язок диференціального рівняння:  
1. ݔݕݕᇱ = 1 − ݔଶ. 
Розв’язати задачу Коші: 
2. ݕᇱ√1 + ݔଶ − ݔ = 0; ݕ(0) = 1. 
Знайти загальний розв’язок диференціального рівняння: 
3. ݕᇱ = ௫ି௬
௫ିଶ௬
. 





5. ݔݕᇱ − ݕ = ݕଷ. 
6. (3ݔଶ − 2ݕଶ + 8ݔݕ)݀ݔ + (4ݔଶ − 4ݔݕ − 3ݕଶ)݀ݕ = 0. 
Знайти частинний розв’язок диференціального рівняння, 
який задовольняє початковим умовам: 
7. ݔସݕᇱᇱᇱ = 1 ݕ(1) = ଶ
ଷ







Знайти загальний розв’язок диференціального рівняння: 
8. (1 + ݔ)ݕᇱᇱ + ݕᇱ = 0. 
9. ݕݕᇱᇱ = 1+ (ݕᇱ)ଶ. 
10. а) ݕᇱᇱ − 4ݕᇱ = 0; 
б) ݕᇱᇱ − 6ݕᇱ + 9ݕ = 0; 
в) ݕᇱᇱ − 4ݕᇱ + 5ݕ = 0. 
11. а) ݕᇱᇱ − 2ݕᇱ = 8ݔଷ − 10; 
б) ݕᇱᇱ−4ݕᇱ + 3ݕ = 20cos2ݔ + 27sin2ݔ; 
в) ݕᇱᇱ − 5ݕᇱ + 4ݕ = 8݁ଷ௫ . 
Знайти частинний розв’язок диференціального рівняння, 
який задовольняє початковим умовам: 
12. ݕᇱᇱ − 2ݕᇱ + 5ݕ = ݁௫cos2ݔ; ݕ(0) = 0	; 	ݕᇱ(0) = 1. 
13. Знайти загальний розв’язок системи лінійних однорідних 
диференціальних рівнянь  
൜
ݔᇱ = 4ݔ − ݕ
ݕᇱ = 3ݔ − ݕ
 
а) методом виключення змінної; 
б) за допомогою характеристичного рівняння. 
  
Збірник тестових завдань з вищої математики. Модуль 2 
164 
Завдання 14.3 
 Знайти загальний розв’язок диференціального рівняння: 
1. ݔݕᇱ + ݕ = ݕଶ. 
Розв’язати задачу Коші: 
2. 5௫
మା௬݀ݕ + ݔ݀ݔ = 0 ; ݕ(0) = 1. 
Знайти загальний розв’язок диференціального рівняння: 
3. ݕᇱ = − ௫ା௬
௫
. 
4. ݕᇱ = ݕtgݔ + cosݔ. 
5. ݕᇱ + ௬
௫
= −ݔݕଶ. 
6. (4ݔଷ + 15ݔଶݕ + 8ݔݕଶ)݀ݔ + (5ݔଷ + 8ݔଶݕ − 4ݕଷ)݀ݕ = 0. 
Знайти частинний розв’язок диференціального рівняння, 
який задовольняє початковим умовам: 
7. ݕᇱᇱᇱ = ݔ − 1 ݕ(0) = 	1;	ݕᇱ(0) = 1;	ݕᇱᇱ(0) = 2. 
Знайти загальний розв’язок диференціального рівняння: 
8. (1 + ݔଶ)ݕᇱᇱ + (ݕᇱ)ଶ + 1 = 0. 
9. ݕݕᇱᇱ + (ݕᇱ)ଶ + 1 = 0. 
10. а) ݕᇱᇱ − 16ݕ = 0; 
б) 4ݕᇱᇱ + 4ݕᇱ + ݕ = 0; 
в) ݕᇱᇱ − 6ݕᇱ + 13ݕ = 0. 
11. а) ݕᇱᇱ + 3ݕᇱ = 9ݔଶ + 3ݔ + 5; 
б) ݕᇱᇱ − 6ݕᇱ + 5ݕ = 27݁ଶ௫; 
в) ݕᇱᇱ + 3ݕᇱ + 2ݕ = 26sin ቀ
௫
ଷ




Знайти частинний розв’язок диференціального рівняння, 
який задовольняє початковим умовам: 
12. ݕᇱᇱ + ݕ = 4sinݔ; ݕ(0) = 0	; 	ݕᇱ(0) = −1. 
13. Знайти загальний розв’язок системи лінійних однорідних 
диференціальних рівнянь  
൜
ݔᇱ = ݔ + 2ݕ
ݕᇱ = 4ݔ − ݕ
 
а) методом виключення змінної; 
б) за допомогою характеристичного рівняння. 
  
Збірник тестових завдань з вищої математики. Модуль 2 
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Завдання 14.4 
 Знайти загальний розв’язок диференціального рівняння: 
1. ݁௫ା௬݀ݔ + ݕ݀ݕ = 0. 
Розв’язати задачу Коші: 
2. ൫ඥݔݕ + √ݔ൯ݕᇱ − ݕ = 0; ݕ(1) = 1. 
Знайти загальний розв’язок диференціального рівняння: 
3. ݔݕᇱ = ݕln ௫
௬
. 





5. ݔݕᇱ + ݕ = ݕଶlnݔ. 
6. ቀ1 + ݔඥݔଶ + ݕଶቁ݀ݔ + ቀ−1 +ඥݔଶ + ݕଶቁݕ݀ݕ = 0. 
Знайти частинний розв’язок диференціального рівняння, 
який задовольняє початковим умовам: 
7. ݕᇱᇱᇱ = √ݔ − sin2ݔ ݕ(0) = −
ଵ
଼







Знайти загальний розв’язок диференціального рівняння: 
8. ݔݕᇱᇱ + ݕᇱ = 0. 
9. ݕݕᇱᇱ − (ݕᇱ)ଶ = 0. 
10. а) ݕᇱᇱ − ݕᇱ − 2ݕ = 0; 
б) ݕᇱᇱ + 9ݕ = 0; 
в) ݕᇱᇱ + 26ݕᇱ + 169ݕ = 0. 
11. а) ݕᇱᇱ + 2ݕᇱ + 2ݕ = 6ݔଶ + 14ݔ + 6; 
б) ݕᇱᇱ + 5ݕᇱ + 4ݕ = sin2ݔ; 
в) 2ݕᇱᇱ+5ݕᇱ = 4݁௫. 
Знайти частинний розв’язок диференціального рівняння, 
який задовольняє початковим умовам: 






13. Знайти загальний розв’язок системи лінійних однорідних 
диференціальних рівнянь  
൜
ݔᇱ = 3ݔ + ݕ
ݕᇱ = −5ݔ − 3ݕ
 
а) методом виключення змінної; 
б) за допомогою характеристичного рівняння. 
  
Збірник тестових завдань з вищої математики. Модуль 2 
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Завдання 14.5 
 Знайти загальний розв’язок диференціального рівняння: 
1. 3ݔଶݕ݀ݔ + 2√4 − ݔଷ݀ݕ = 0. 
Розв’язати задачу Коші: 
2. ݔଶ(2ݕݕᇱ − 1) = 1; ݕ(1) = 0. 
Знайти загальний розв’язок диференціального рівняння: 
3. ݔ݀ݕ − ݕ݀ݔ = ඥݔଶ + ݕଶ݀ݔ. 






5. ݔݕᇱ − ݕ = ݕଷ. 
6. ቀݕ + ଵ
ଵା௫మ
ቁ ݀ݔ + ቀݔ −
ଵ
ଵା௬మ
ቁ ݀ݕ = 0. 
Знайти частинний розв’язок диференціального рівняння, 
який задовольняє початковим умовам: 
7. ݕᇱᇱ = 2sinݔ ∙ cosଶݔ, ݕ(0) = 	− ହ
ଽ




Знайти загальний розв’язок диференціального рівняння: 
8. ݕᇱᇱ = − ௫
௬ᇲ
. 
9. ݕݕᇱᇱ − ݕᇱ(1 + ݕᇱ) = 0. 
10. а) ݕᇱᇱ − 2ݕᇱ − 48ݕ = 0; 
б) ݕᇱᇱ + 4ݕᇱ + 4ݕ = 0; 
в) ݕᇱᇱ + 25ݕ = 0. 
11. а) ݕᇱᇱ − ݕ = 3ݔଶ − 7ݔ + 9; 
б) ݕᇱᇱ − 2ݕᇱ + ݕ = 10݁௫; 
в) ݕᇱᇱ − ݕᇱ − 2ݕ = 22cos5ݔ − 32sin5ݔ. 
Знайти частинний розв’язок диференціального рівняння, 
який задовольняє початковим умовам: 
12. ݕᇱᇱ − 4ݕᇱ = (ݔ − 2)݁ସ௫; ݕ(0) = 2	; 	ݕᇱ(0) = −1. 
13. Знайти загальний розв’язок системи лінійних однорідних 
диференціальних рівнянь  
൜
ݔᇱ = 5ݔ + 3ݕ
ݕᇱ = −3ݔ − 5ݕ
 
а) методом виключення змінної; 
б) за допомогою характеристичного рівняння. 
  
Збірник тестових завдань з вищої математики. Модуль 2 
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Завдання 14.6 
 Знайти загальний розв’язок диференціального рівняння: 
1. (ݕ + 1)ݕᇱ = ௬
√ଵି௫మ
+ ݔݕ. 
Розв’язати задачу Коші: 
2. (ݕ + 2)݀ݔ + ݔ݀ݕ = 0; ݕ(1) = 2. 
Знайти загальний розв’язок диференціального рівняння: 







4. ݕᇱ + ݕcosݔ = ݁ିsin௫ . 






6. (ݔ + ݕ − 2)݀ݔ + (ݔ − ݕ + 4)݀ݔ = 0. 
Знайти частинний розв’язок диференціального рівняння, 
який задовольняє початковим умовам: 
7. ݕᇱᇱᇱ = ݔsinݔ, ݕ(0) = ݕᇱ(0) = ݕᇱᇱ(0) = 0. 
Знайти загальний розв’язок диференціального рівняння: 
8. ݕᇱᇱ − 2ctgݔ ∙ ݕᇱ = sinଷݔ. 
9. ݕᇱᇱ + ଵ
ଵି௬
(ݕᇱ)ଶ = 0. 
10. а) ݕᇱᇱ − 5ݕᇱ + 4ݕ = 0; 
б) ݕᇱᇱ − 4ݕ = 0; 
в) ݕᇱᇱ − 6ݕᇱ + 13ݕ = 0. 
11. а) ݕᇱᇱ + ݕᇱ − 2ݕ = 8ݔଶ − 4ݔ; 
б) ݕᇱᇱ + 2ݕᇱ = 9݁ିଶ௫; 
в) ݕᇱᇱ + 4ݕ = 8sin2ݔ. 
Знайти частинний розв’язок диференціального рівняння, 
який задовольняє початковим умовам: 
12. 2ݕᇱᇱ + ݕᇱ − ݕ = 2݁௫; ݕ(0) = 1	; 	ݕᇱ(0) = 0. 
13. Знайти загальний розв’язок системи лінійних однорідних 
диференціальних рівнянь  
൜
ݔᇱ = 4ݔ − 3ݕ
ݕᇱ = 3ݔ − 2ݕ
 
а) методом виключення змінної; 
б) за допомогою характеристичного рівняння. 
  
Збірник тестових завдань з вищої математики. Модуль 2 
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Завдання 14.7 
 Знайти загальний розв’язок диференціального рівняння: 
1. cos(ݔ − 2ݕ)ݕᇱ + cos(ݔ + 2ݕ)ݕᇱ = secݔ. 
Розв’язати задачу Коші: 
2. ݔݕ݀ݔ + (ݔ + 1)݀ݕ = 0; ݕ(0) = 1. 
Знайти загальний розв’язок диференціального рівняння: 
3. ݔ(ݔ + 2ݕ)݀ݔ + (ݔଶ − ݕଶ)݀ݕ = 0. 
4. ݔݕᇱ − 2ݕ = 2ݔସ. 





Знайти частинний розв’язок диференціального рівняння, 
який задовольняє початковим умовам: 
7. ݕᇱᇱ = ݔ − lnݔ ݕ(1) = − ହ
ଵଶ




Знайти загальний розв’язок диференціального рівняння: 
8. 4ݕᇱ + (ݕᇱ)ଶ = 4ݔݕᇱᇱ. 
9. ݕݕᇱᇱ = (ݕᇱ)ଵ. 
10. а) ݕᇱᇱ+9ݕᇱ + 20ݕ = 0; 
б) ݕᇱᇱ − 8ݕᇱ + 16ݕ = 0; 
в) ݕᇱᇱ + 9ݕ = 0. 
11. а) ݕᇱᇱ + ݕᇱ − 6ݕ = ݔ݁ଶ௫; 
б) ݕᇱᇱ + 2ݕᇱ + ݕ = 2ݔଷ + 4ݔଶ − 6ݔ + 1; 
в) ݕᇱᇱ + 5ݕᇱ + 6ݕ = −50sin4ݔ. 
Знайти частинний розв’язок диференціального рівняння, 
який задовольняє початковим умовам: 
12. 4ݕᇱᇱ + 16ݕᇱ + 15ݕ = 4݁ିଵ,ହ௫; ݕ(0) = 	3;	ݕᇱ(0) = −5,5. 
13. Знайти загальний розв’язок системи лінійних однорідних 
диференціальних рівнянь  
൜
ݔᇱ = 3ݔ − 2ݕ
ݕᇱ = 2ݔ + ݕ
 
а) методом виключення змінної; 
б) за допомогою характеристичного рівняння. 
  
Збірник тестових завдань з вищої математики. Модуль 2 
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Завдання 14.8 
 Знайти загальний розв’язок диференціального рівняння: 
1. ݔ݀ݔ − √1 − ݔଶ݀ݕ = 0. 
Розв’язати задачу Коші: 
2. ݕ݀ݔ + ctgݔ݀ݔ = 0; ݕ ቀగ
ଷ
ቁ = −1. 
Знайти загальний розв’язок диференціального рівняння: 
3. ݔݕᇱ = ݕ + 2ݔ − 2ඥݔݕ − ݕଶ. 













Знайти частинний розв’язок диференціального рівняння, 
який задовольняє початковим умовам: 
7. ݕᇱᇱ = ݔ + sinݔ, ݕ(0) =	−2;	ݕᇱ(0) = 1. 
Знайти загальний розв’язок диференціального рівняння: 
8. (1 + ݔଶ)ݕᇱᇱ + (ݕᇱ)ଶ + 1 = 0. 
9. (ݕᇱᇱ)ଶ = ݕᇱ. 
10. а) ݕᇱᇱ − 10ݕᇱ = 0; 
б) ݕᇱᇱ+4ݕᇱ + 3ݕ = 0; 
в) ݕᇱᇱ − 9ݕ = 0. 
11. а) ݕᇱᇱ + ݕ = cosݔ; 
б) ݕᇱᇱ − 5ݕᇱ + 6ݕ = 6ݔଷ − 3ݔଶ + 4ݔ + 13; 
в) ݕᇱᇱ − 5ݕᇱ + 4ݕ = 8݁ଷ௫ . 
Знайти частинний розв’язок диференціального рівняння, 
який задовольняє початковим умовам: 
12. ݕᇱᇱ − 2ݕᇱ + 2ݕ = ݔ݁ି௫; ݕ(0) = 0	; 	ݕᇱ(0) = 0. 
13. Знайти загальний розв’язок системи лінійних однорідних 
диференціальних рівнянь  
൜
ݔᇱ = 6ݔ + 3ݕ
ݕᇱ = −8ݔ − 5ݕ
 
а) методом виключення змінної; 
б) за допомогою характеристичного рівняння. 
  
Збірник тестових завдань з вищої математики. Модуль 2 
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Завдання 14.9 
 Знайти загальний розв’язок диференціального рівняння: 
1. sin(ݔ + ݕ)݀ݔ + sin(ݔ − ݕ)݀ݔ + ଵ
cos௬
݀ݕ = 0. 
Розв’язати задачу Коші: 
2. (ݔଶ − 1)ݕᇱ = 2ݔݕଶ; ݕ൫√2൯ = 1. 
Знайти загальний розв’язок диференціального рівняння: 
3. ݕᇱ = ݁
೤
ೣ. 
4. ݔݕᇱ + (ݔ + 1)ݕ = 3ݔଶ݁ି௫. 
5. ݕᇱ + ݕ = ݔඥݕ. 
6. (2ݔݕ − ݕଶ)݀ݔ + (ݔଶ − 2ݔݕ)݀ݕ = 0. 
Знайти частинний розв’язок диференціального рівняння, 
який задовольняє початковим умовам: 
7. ݕᇱᇱ = ݔ ∙ ݁ିଶ௫ , ݕ(0) = ଵ
ସ




Знайти загальний розв’язок диференціального рівняння: 
8. ݕᇱᇱ(݁௫ + 1) + ݕᇱ = 0. 
9. ݕᇱᇱ = (ݕᇱ)ଶ. 
10. а) ݕᇱᇱ − 3ݕᇱ + 2ݕ = 0; 
б) ݕᇱᇱ + 2ݕᇱ + 2ݕ = 0; 
в) ݕᇱᇱ − 25ݕ = 0. 
11. а) ݕᇱᇱ + ݕᇱ = 9ݔଶ + 4ݔ − 6; 
б) ݕᇱᇱ − 2ݕᇱ − 3ݕ = 12݁ଷ௫; 
в) ݕᇱᇱ − 6ݕᇱ + 9ݕ = −cosݔ. 
Знайти частинний розв’язок диференціального рівняння, 
який задовольняє початковим умовам: 
12. ݕᇱᇱ − 2ݕᇱ + 10ݕ = 10ݔଶ + 18ݔ + 6; ݕ(0) = 0	; 	ݕᇱ(0) = 0. 
13. Знайти загальний розв’язок системи лінійних однорідних 
диференціальних рівнянь  
൜
ݔᇱ = 2ݔ + 8ݕ
ݕᇱ = ݔ + 4ݕ
 
а) методом виключення змінної; 
б) за допомогою характеристичного рівняння. 
  
Збірник тестових завдань з вищої математики. Модуль 2 
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Завдання 14.10 
 Знайти загальний розв’язок диференціального рівняння: 
1. ݔଶݕᇱ = 1 + cos2ݕ. 
Розв’язати задачу Коші: 






Знайти загальний розв’язок диференціального рівняння: 
3. (ݔ + ݕ)݀ݔ + (ݕ − ݔ)݀ݕ = 0. 
4. ݕᇱ − ଶ௬
௫
= ݔଷ. 
5. ݕᇱ = ସ௬
௫
+ ݔඥݕ. 
6. (2ݔ − ݕ)݀ݔ + (2ݕ − ݔ)݀ݕ = 0. 
Знайти частинний розв’язок диференціального рівняння, 
який задовольняє початковим умовам: 
7. ݕᇱᇱ = lnݔ, ݕ(1) = 3	; 	ݕᇱ(1) = −1. 
Знайти загальний розв’язок диференціального рівняння: 
8. ݔଶݕᇱᇱ = (ݕᇱ)ଶ. 
9. ݕᇱᇱ + (ݕᇱ)ଶ = 2݁ି௬. 
10. а) ݕᇱᇱ − 2ݕᇱ + ݕ = 0; 
б) ݕᇱᇱ + 10ݕᇱ + 21ݕ = 0; 
в) ݕᇱᇱ + 49ݕ = 0. 
11. а) ݕᇱᇱ + 3ݕᇱ − 4ݕ = 6ݔ ∙ ݁ି௫; 
б) ݕᇱᇱ − ݕᇱ = 5ݔଶ − 12ݔ + 8; 
в) ݕᇱᇱ + 5ݕᇱ + 4ݕ = sin2ݔ. 
Знайти частинний розв’язок диференціального рівняння, 
який задовольняє початковим умовам: 
12. ݕᇱᇱ + 4ݕᇱ − 12ݕ = 8sin2ݔ; ݕ(0) = 0	; 	ݕᇱ(0) = 0. 
13. Знайти загальний розв’язок системи лінійних однорідних 
диференціальних рівнянь  
൜
ݔᇱ = ݔ + 2ݕ
ݕᇱ = 3ݔ + 6ݕ
 
а) методом виключення змінної; 
б) за допомогою характеристичного рівняння. 
  
Збірник тестових завдань з вищої математики. Модуль 2 
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Завдання 14.11 
 Знайти загальний розв’язок диференціального рівняння:  
1. ݔ(ݕଶ − 1)݀ݔ + ݕ(ݔଶ − 1)݀ݕ = 0. 
Розв’язати задачу Коші: 
2. ݀ݔ − (3ݔ + 1)ݕଶ݀ݕ = 0; ݕ൫√ln43 ൯ = 1. 
Знайти загальний розв’язок диференціального рівняння: 
3. ݔݕଶ݀ݕ = (ݔଷ + ݕଷ)݀ݔ. 
4. ݔݕᇱ + ݕ − ݁௫ = 0. 
5. ݕᇱ + ݔݕ = ݔଷݕଷ. 
6. (sinݔ − ݕ)݀ݔ + (cosݕ − ݔ)݀ݕ = 0. 
Знайти частинний розв’язок диференціального рівняння, 
який задовольняє початковим умовам: 
7. ݕᇱᇱ = arctgݔ; 		ݕ(0) = 3	; 	ݕᇱ(0) = −1. 
Знайти загальний розв’язок диференціального рівняння: 




9. ݕᇱᇱ = ଵ
ସ√௬
. 
10. а) ݕᇱᇱ − 9ݕᇱ + 14ݕ = 0; 
б) ݕᇱᇱ + 5ݕᇱ = 0; 
в) ݕᇱᇱ + 2ݕᇱ + 5ݕ = 0. 
11. а) ݕᇱᇱ + 3ݕᇱ + 2ݕ = (3ݔ − 7)݁ି௫; 
б) ݕᇱᇱ + 9ݕ = 9ݔଷ + 6ݔ; 
в) ݕᇱᇱ − 2ݕᇱ + 2ݕ = −85cos3ݔ. 
Знайти частинний розв’язок диференціального рівняння, 
який задовольняє початковим умовам: 
12. ݕᇱᇱ + 4ݕᇱ + 4ݕ = 3݁ିଶ௫; ݕ(0) = 0	; 	ݕᇱ(0) = 0. 
13. Знайти загальний розв’язок системи лінійних однорідних 
диференціальних рівнянь  
൜
ݔᇱ = ݔ − ݕ
ݕᇱ = −4ݔ + ݕ
 
а) методом виключення змінної; 
б) за допомогою характеристичного рівняння. 
  
Збірник тестових завдань з вищої математики. Модуль 2 
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Завдання 14.12 
 Знайти загальний розв’язок диференціального рівняння: 
1. cos√ݔ݀ݔ − √ݔ݀ݕ = 0. 
Розв’язати задачу Коші: 
2. ݀ݔ − √1 − ݔଶ݀ݕ = 0; ݕ(0) = 0. 
Знайти загальний розв’язок диференціального рівняння: 
3. (ݔଷ + ݔଶݕ)݀ݔ − (ݕଷ + ݔݕଶ)݀ݕ = 0. 
4. ݕᇱ − ଵ
ଵି௫మ
= 1 + ݔ. 
5. ݔݕᇱ − 2ݔଶඥݕ = 4ݕ. 
6. (cosݔ + 2ݔݕ)݀ݔ + (ݔଶ + sinݕ)݀ݕ = 0. 
Знайти частинний розв’язок диференціального рівняння, 
який задовольняє початковим умовам: 





	 ; 	ݕᇱ ቀ
గ
ଶ
ቁ = 1;		ݕᇱᇱ ቀ
గ
ଶ
ቁ = −1. 
Знайти загальний розв’язок диференціального рівняння: 
8. ݕᇱᇱ(ݔଶ + 1) = 2ݔݕᇱ. 
9. ݕݕᇱᇱ − ݕݕᇱlnݕ = (ݕᇱ)ଶ. 
10. а) 2ݕᇱᇱ + ݕᇱ − ݕ = 0; 
б) ݕᇱᇱ + 12ݕᇱ + 36ݕ = 0; 
в) ݕᇱᇱ + 25ݕ = 0. 
11. а) ݕᇱᇱ − 3ݕᇱ = 18ݔଶ − 2; 
б) 2ݕᇱᇱ − 7ݕᇱ + 3ݕ = (2ݔ + 1)݁ଷ௫ ; 
в) ݕᇱᇱ − 6ݕᇱ + 9ݕ = 4cosݔ. 
Знайти частинний розв’язок диференціального рівняння, 
який задовольняє початковим умовам: 
12. ݕᇱᇱ − 2ݕᇱ + 2ݕ = 2ݔ; ݕ(0) = 2	; 	ݕᇱ(0) = 0. 
13. Знайти загальний розв’язок системи лінійних однорідних 
диференціальних рівнянь  
൜
ݔᇱ = ݔ − ݕ
ݕᇱ = −4ݔ + 4ݕ
 
а) методом виключення змінної; 
б) за допомогою характеристичного рівняння. 
  
Збірник тестових завдань з вищої математики. Модуль 2 
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Завдання 14.13 
 Знайти загальний розв’язок диференціального рівняння: 
1. (9 + 7cosଷݔ)݀ݔ − cosଶݔ	݀ݕ = 0. 
Розв’язати задачу Коші: 
2. ݁௫ିଶ௬݀ݕ = ݔ݀ݔ; ݕ(0) = −3. 
Знайти загальний розв’язок диференціального рівняння: 
3. (ݔଶ + ݕଶ + ݔݕ)݀ݔ − ݔଶ݀ݕ = 0. 
4. ݔݕᇱ − 3ݕ = 3 − 4ݔ − ݔଶ. 





Знайти частинний розв’язок диференціального рівняння, 
який задовольняє початковим умовам: 
7. ݕᇱᇱᇱ = ݔିଶ ݕ(1) = 3	; 	ݕᇱ(1) = 1;		ݕᇱᇱ(1) = −1. 
Знайти загальний розв’язок диференціального рівняння: 
8. ݕᇱᇱ = ݕᇱ + ݔ. 
9. ݕݕᇱᇱ − (ݕᇱ)ଶ = ݕଶݕᇱ. 
10. а) ݕᇱᇱ − 25ݕ = 0; 
б) ݕᇱᇱ + 13ݕᇱ + 30ݕ = 0; 
в) ݕᇱᇱ − 2ݕᇱ + 2ݕ = 0. 
11. а) 3ݕᇱᇱ − 7ݕᇱ + 2ݕ = 3ݔ݁ଶ௫; 
б) ݕᇱᇱ + 2ݕᇱ = 4ݔଷ − 2ݔ; 







Знайти частинний розв’язок диференціального рівняння, 
який задовольняє початковим умовам: 
12. ݕᇱᇱ − 2ݕᇱ + ݕ = 16݁௫; ݕ(0) = 1	; 	ݕᇱ(0) = 2. 
13. Знайти загальний розв’язок системи лінійних однорідних 
диференціальних рівнянь  
൜
ݔᇱ = 8ݔ − 9ݕ
ݕᇱ = 7ݔ − 8ݕ
 
а) методом виключення змінної; 
б) за допомогою характеристичного рівняння. 
  
Збірник тестових завдань з вищої математики. Модуль 2 
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Завдання 14.14 
 Знайти загальний розв’язок диференціального рівняння: 
1. ݁ଵିଶ௫(ݕଶ − 1)݀ݕ − ݀ݔ = 0. 
Розв’язати задачу Коші: 
2. (1 + ݔଶ)ݕଷ݀ݔ − (ݕଶ − 1)ݔଷ݀ݕ = 0; ݕ(1) = −1. 
Знайти загальний розв’язок диференціального рівняння: 
3. ݔݕଶ݀ݕ = (ݔଷ + ݕଷ)݀ݔ. 
4. ݕᇱ − 2ݕ = ݁ଶ௫ . 
5. ݕᇱ = ସ
௫
ݕ + ݔඥݕ. 
6. (ݕ − ݁ି௫)݀ݔ + (ݔ + 2ݕ)݀ݕ = 0. 
Знайти частинний розв’язок диференціального рівняння, 
який задовольняє початковим умовам: 
7. ݕᇱᇱ = 2cosݔ ∙ sinଶݔ − cosଷݔ; ݕ(0) = ଶ
ଷ
	 ; 	ݕᇱ(0) = 2. 
Знайти загальний розв’язок диференціального рівняння: 




9. ݕݕᇱᇱ = ݕଶݕᇱ + (ݕᇱ)ଶ. 
10. а) ݕᇱᇱ − 9ݕᇱ + 20ݕ = 0; 
б) ݕᇱᇱ + 10ݕᇱ + 25ݕ = 0; 
в) ݕᇱᇱ + 81ݕ = 0. 
11. а) ݕᇱᇱ − 3ݕᇱ = 2ݔଶ − 5ݔ; 
б) ݕᇱᇱ + 3ݕᇱ − 4ݕ = ݔsinݔ; 
в) 3ݕᇱᇱ + 10ݕᇱ + 3ݕ = 5݁ିଷ௫ . 
Знайти частинний розв’язок диференціального рівняння, 
який задовольняє початковим умовам: 
12. 2ݕᇱᇱ + 5ݕᇱ = 29cosݔ; ݕ(0) = 3	; 	ݕᇱ(0) = 0. 
13. Знайти загальний розв’язок системи лінійних однорідних 
диференціальних рівнянь  
൜
ݔᇱ = 12ݔ − 11ݕ
ݕᇱ = 13ݔ − 12ݕ
 
а) методом виключення змінної; 
б) за допомогою характеристичного рівняння. 
  
Збірник тестових завдань з вищої математики. Модуль 2 
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Завдання 14.15 
 Знайти загальний розв’язок диференціального рівняння:  
1. ݕݔଶ݀ݕ − lnݔ݀ݔ = 0. 
Розв’язати задачу Коші: 
2. (ݔݕ + ݔଷݕ)ݕᇱ = 1 + ݕଶ; ݕ(1) = 0 . 
Знайти загальний розв’язок диференціального рівняння: 
3. (ݔݕ + ݕଶ)݀ݔ − (2ݔଶ + ݔݕ)݀ݕ = 0. 
4. ݔݕᇱ − 2ݕ = 2ݔସ. 
5. 2ݔݕ ௗ௬
ௗ௫
− ݕଶ + ݔ = 0. 
6. (ݔ + 2ݕ + 1)݀ݕ − (2ݔ − ݕ + 1)݀ݔ. 
Знайти частинний розв’язок диференціального рівняння, 
який задовольняє початковим умовам: 
7. ݕᇱᇱ = tgݔ ∙ secଶݔ; 		ݕ(0) = ଵ
ଶ
	 ; 	ݕᇱ(0) = 0. 
Знайти загальний розв’язок диференціального рівняння: 
8. (ݕᇱᇱݔ − ݕᇱ)ݕᇱ = ݔଷ. 
9. ݕݕᇱᇱ = (ݕᇱ)ଶ. 
10. а) ݕᇱᇱ − 7ݕᇱ + 12ݕ = 0; 
б) 4ݕᇱᇱ − ݕᇱ = 0; 
в) ݕᇱᇱ − 6ݕᇱ + 13ݕ = 0. 
11. а) ݕᇱᇱ + 36ݕ = 2sin6ݔ; 
б) ݕᇱᇱ − 6ݕᇱ + 9ݕ = ݁ି௫; 
в) 5ݕᇱᇱ − 6ݕᇱ + ݕ = ݔଶ݁௫ . 
Знайти частинний розв’язок диференціального рівняння, 
який задовольняє початковим умовам: 
12. ݕᇱᇱ + 5ݕᇱ + 6ݕ = 12cos2ݔ; ݕ(0) = 1	; 	ݕᇱ(0) = 3. 
13. Знайти загальний розв’язок системи лінійних однорідних 
диференціальних рівнянь  
൜
ݔᇱ = 7ݔ − 5ݕ
ݕᇱ = 10ݔ − 7ݕ
 
а) методом виключення змінної; 
б) за допомогою характеристичного рівняння. 
  
Збірник тестових завдань з вищої математики. Модуль 2 
177 
Завдання 14.16 





Розв’язати задачу Коші: 
2. 2ݔݕᇱ + ݕଶ = 1; ݕ(1) = ଵ
ଶ
. 
Знайти загальний розв’язок диференціального рівняння: 
3. ݔݕᇱ − ݕ = (ݔ + ݕ)ln ௫ା௬
௫
. 
4. ݕᇱ = ௬
௫
− 1. 
5. ݕᇱ − ݔݕ = −ݕଷ݁ି௫
మ
. 
6. (2ݔݕ + 2ݕଶ − 9ݔଶ)݀ݔ + (ݔଶ + 4ݔݕ)݀ݕ = 0. 
Знайти частинний розв’язок диференціального рівняння, 
який задовольняє початковим умовам: 
7. ݕᇱᇱᇱ = cosଶݔ; 		ݕ(0) = 	1;	ݕᇱ(0) = − ଵ
଼
; 		ݕᇱᇱ(0) = 0. 
Знайти загальний розв’язок диференціального рівняння: 
8. ݕᇱᇱtgݔ = ݕᇱ + 1. 
9. ݕݕᇱᇱ + (ݕᇱ)ଶ = 1. 
10. а) ݕᇱᇱ − ݕᇱ − 6ݕ = 0; 
б) ݕᇱᇱ − 9ݕ = 0; 
в) ݕᇱᇱ + 2ݕᇱ + 5ݕ = 0. 
11. а) ݕᇱᇱ − 8ݕᇱ + 16ݕ = 2ݔ݁ସ௫; 
б) ݕᇱᇱ + 3ݕᇱ + 2ݕ = cosݔ − 3sinݔ; 
в) ݕᇱᇱ + 9ݕᇱ = ݔଶ + 4ݔ − 3. 
Знайти частинний розв’язок диференціального рівняння, 
який задовольняє початковим умовам: 
12. ݕᇱᇱ + 2ݕᇱ + ݕ = ݁ଶ௫; ݕ(0) = 1	; 	ݕᇱ(0) = 3. 
13. Знайти загальний розв’язок системи лінійних однорідних 
диференціальних рівнянь  
൜
ݔᇱ = −ݔ − 2ݕ
ݕᇱ = 3ݔ + 4ݕ
 
а) методом виключення змінної; 
б) за допомогою характеристичного рівняння. 
  
Збірник тестових завдань з вищої математики. Модуль 2 
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Завдання 14.17 
 Знайти загальний розв’язок диференціального рівняння: 
1. (ݔݕଷ + ݔ)݀ݔ + (ݔଶݕଶ − ݕଶ)݀ݕ = 0. 
Розв’язати задачу Коші: 
2. (1 + ݁ଷ௬)ݔ݀ݔ = ݁ଷ௬; ݕ ቀଵ
ଷ
ቁ = 0. 
Знайти загальний розв’язок диференціального рівняння: 
3. ݕ = ݔ൫ݕᇱ − √݁௬ೣ ൯. 
4. (ݔݕᇱ − 1)lnݔ = 2ݕ. 
5. ݕᇱ + 2ݔݕ = 2ݔଷݕଷ. 
6. (6ݔ − ݕ)݀ݔ + (6ݕ − ݔ)݀ݔ = 0. 
Знайти частинний розв’язок диференціального рівняння, 
який задовольняє початковим умовам: 
7. ݕᇱᇱ = cosݔ + ݁ି௫; 		ݕ(0) = −݁ିగ 	; 	ݕᇱ(0) = 1. 
Знайти загальний розв’язок диференціального рівняння: 
8. ݔଷݕᇱᇱ + ݔଶݕᇱ = 1. 
9. ݕݕᇱᇱ − (ݕᇱ)ଶ = ݕଶlnݕ. 
10. а) 9ݕᇱᇱ − 6ݕᇱ + ݕ = 0; 
б) ݕᇱᇱ + 12ݕᇱ + 37ݕ = 0; 
в) ݕᇱᇱ − 2ݕᇱ = 0. 
11. а) ݕᇱᇱ − 8ݕᇱ + 12ݕ = 36ݔସ − 96ݔଷ + 24ݔଶ + 16ݔ − 2; 
б) ݕᇱᇱ − 3ݕᇱ + 2ݕ = (34 − 12ݔ)݁ି௫; 
в) 2ݕᇱᇱ + 7ݕᇱ + 3ݕ = 222sin3ݔ. 
Знайти частинний розв’язок диференціального рівняння, 
який задовольняє початковим умовам: 
12. ݕᇱᇱ − 4ݕᇱ + 20ݕ = 16ݔ݁ଶ௫; ݕ(0) = 1	; 	ݕᇱ(0) = 2. 
13. Знайти загальний розв’язок системи лінійних однорідних 
диференціальних рівнянь  
൜
ݔᇱ = ݔ + 2ݕ
ݕᇱ = 4ݔ + 3ݕ
 
а) методом виключення змінної; 
б) за допомогою характеристичного рівняння. 
  
Збірник тестових завдань з вищої математики. Модуль 2 
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Завдання 14.18 
 Знайти загальний розв’язок диференціального рівняння: 
1. 3݁௫sinݕ݀ݔ + (1 − ݁௫)cosݕ݀ݕ = 0. 
Розв’язати задачу Коші: 
2. (1 + ݔଶ)ݕᇱ + ݕ√1 + ݔଶ = ݔݕ; ݕ(1) = ଵ
ଶ
. 
Знайти загальний розв’язок диференціального рівняння: 
3. ݔଶݕᇱ = ݕ(ݔ + ݕ). 
4. ݕᇱ + 2ݔݕ = ݔ݁ି௫
మ
. 
5. ݔݕᇱ + ݕ = ݕଶlnݔ. 
6. (ݕ + sinݔ)݀ݔ + (ݔ − ݁ି௬)݀ݕ = 0. 
Знайти частинний розв’язок диференціального рівняння, 
який задовольняє початковим умовам: 
7. ݕᇱᇱ = ଵ
௫మାଵ
; 		ݕ(0) = 0	; 	ݕᇱ(0) = 0. 
Знайти загальний розв’язок диференціального рівняння: 
8. (1 − ݔଶ)ݕᇱᇱ − ݔݕᇱ = 2. 
9. ݕᇱᇱ = ݕᇱ + (ݕᇱ)ଶ. 
10. а) ݕᇱᇱ − ݕᇱ − 2ݕ = 0; 
б) ݕᇱᇱ + 9ݕ = 0; 
в) ݕᇱᇱ − 6ݕᇱ + 9ݕ = 0. 
11. а) ݕᇱᇱ − 8ݕᇱ + 17ݕ = 10݁ଶ௫; 
б) 4ݕᇱᇱ − 4ݕᇱ + ݕ = −26cosݔ; 
в) ݕᇱᇱ + 10ݕᇱ + 25ݕ = 40 + 52ݔ − 240ݔଶ − 200ݔଷ. 
Знайти частинний розв’язок диференціального рівняння, 
який задовольняє початковим умовам: 
12. ݕᇱᇱ + ݕᇱ − 6ݕ = ݔ݁ଶ௫; ݕ(0) = 1	; 	ݕᇱ(0) = 5. 
13. Знайти загальний розв’язок системи лінійних однорідних 
диференціальних рівнянь  
൜
ݔᇱ = 11ݔ − 10ݕ
ݕᇱ = 12ݔ − 11ݕ
 
а) методом виключення змінної; 
б) за допомогою характеристичного рівняння. 
  
Збірник тестових завдань з вищої математики. Модуль 2 
180 
Завдання 14.19 
 Знайти загальний розв’язок диференціального рівняння: 
1. (1 − ݔଶ)݀ݕ + ݔݕ݀ݔ = 0. 
Розв’язати задачу Коші: 
2. ݕᇱ = 9 ∙ 5௫ି௬; ݕ(0) = 0. 





4. ݕᇱ − ௬
௫ାଵ
= ݁௫(ݔ + 1). 
5. ݕ − ݕᇱ = ݕଶ + ݔݕᇱ. 
6. (2ݕ + cosݔ)݀ݔ − (sinݕ − 2ݔ)݀ݕ = 0. 
Знайти частинний розв’язок диференціального рівняння, 
який задовольняє початковим умовам: 
7. ݔݕᇱᇱᇱ = 2; ݕ(1) = ଵ
ଶ
	; 	ݕᇱ(1) = 0;		ݕᇱᇱ(1) = 0. 
Знайти загальний розв’язок диференціального рівняння: 
8. ݕᇱᇱ = 2(ݕᇱ − 1)ctgݔ. 
9. ݕସ − ݕଷݕᇱᇱ = 1. 
10. а) ݕᇱᇱ − 8ݕᇱ + 15ݕ = 0; 
б) ݕᇱᇱ − 7ݕᇱ = 0; 
в) ݕᇱᇱ + 4ݕ = 0. 
11. а) ݕᇱᇱ − 4ݕᇱ + 13ݕ = 13ݔଷ + ݔଶ − 2ݔ − 2; 
б) ݕᇱᇱ + 2ݕᇱ + ݕ = 6݁ି௫; 
в) ݕᇱᇱ + 5ݕᇱ + 4ݕ = 3sin2ݔ. 
Знайти частинний розв’язок диференціального рівняння, 
який задовольняє початковим умовам: 
12. ݕᇱᇱ − 4ݕᇱ + 4ݕ = ݔଶ; ݕ(0) = 1;	ݕᇱ(0) = 2. 
13. Знайти загальний розв’язок системи лінійних однорідних 
диференціальних рівнянь  
൜
ݔᇱ = 9ݔ − 8ݕ
ݕᇱ = 10ݔ − 9ݕ
 
а) методом виключення змінної; 
б) за допомогою характеристичного рівняння. 
  
Збірник тестових завдань з вищої математики. Модуль 2 
181 
Завдання 14.20 
 Знайти загальний розв’язок диференціального рівняння: 






Розв’язати задачу Коші: 
2. (1 + ݁௫)ݕݕᇱ = ݁௬; ݕ(0) = 0. 
Знайти загальний розв’язок диференціального рівняння: 






4. ݕᇱ + ݕ = cosݔ. 
5. ݔݕᇱ − 4ݕ − ݔଶඥݕ = 0. 
6. (2ݕ + ݔݕଶ + 7)݀ݔ + (2ݔ + ݔଶݕ − 15)݀ݕ = 0. 
Знайти частинний розв’язок диференціального рівняння, 
який задовольняє початковим умовам: 
7. ݕᇱᇱᇱ = ݁
ೣ
మ + 3; ݕ(0) = 1	; 	ݕᇱ(0) = −3;		ݕᇱᇱ(0) = 0. 
Знайти загальний розв’язок диференціального рівняння: 
8. ݔݕᇱᇱ + ݔ(ݕᇱ)ଶ − ݕᇱ = 0. 
9. ݕᇱᇱ = ݁ସ௬ . 
10. а) ݕᇱᇱ + 6ݕᇱ + 8ݕ = 0; 
б) ݕᇱᇱ − 12ݕᇱ + 37ݕ = 0; 
в) ݕᇱᇱ − ݕ = 0. 
11. а) ݕᇱᇱ − 3ݕᇱ = 2ݔଷ − 4ݔ; 
б) ݕᇱᇱ + 49ݕ = 3sin7ݔ; 
в) ݕᇱᇱ − ݕᇱ − 6ݕ = 2ݔ݁௫ . 
Знайти частинний розв’язок диференціального рівняння, 
який задовольняє початковим умовам: 
12. ݕᇱᇱ + 6ݕᇱ + 9ݕ = 10݁ଷ௫; ݕ(0) = −2	;	ݕᇱ(0) = 3. 
13. Знайти загальний розв’язок системи лінійних однорідних 
диференціальних рівнянь  
൜
ݔᇱ = ݔ + 4ݕ
ݕᇱ = ݔ + ݕ
 
а) методом виключення змінної; 
б) за допомогою характеристичного рівняння. 
  
Збірник тестових завдань з вищої математики. Модуль 2 
182 
Завдання 14.21 
 Знайти загальний розв’язок диференціального рівняння: 
1. cosଷݕ ∙ ݕᇱ − cos(2ݔ + ݕ) = cos(2ݔ − ݕ). 
Розв’язати задачу Коші: 
2. ݕᇱ = ଵା௫
మ
ଵା௬మ
; ݕ(0) = 1. 
Знайти загальний розв’язок диференціального рівняння: 
3. ݔݕᇱ − ݕ = ඥݔଶ + ݕଶ. 
4. (1 + ݔଶ)ݕᇱ − 2ݔݕ = (1 + ݔଶ)ଶ. 










Знайти частинний розв’язок диференціального рівняння, 
який задовольняє початковим умовам: 





	 ; 	ݕᇱ ቀ
గ
ଶ
ቁ = 0. 
Знайти загальний розв’язок диференціального рівняння: 
8. ݔݕᇱᇱ = ݕᇱ. 
9. 2ݕݕᇱᇱ − 3(ݕᇱ)ଶ = 4ݕଶ. 
10. а) ݕᇱᇱ+ݕᇱ − 2ݕ = 0; 
б) ݕᇱᇱ + 10ݕᇱ = 0; 
в) ݕᇱᇱ+2ݕᇱ + 2ݕ = 0. 
11. а) ݕᇱᇱ − 2ݕᇱ − 15ݕ = 4ݔ݁ଷ௫; 
б) ݕᇱᇱ + ݕ = 14cosݔ + 6sinݔ; 
в) ݕᇱᇱ + 2ݕᇱ + ݕ = 4ݔଷ + 24ݔଶ + 22ݔ − 4. 
Знайти частинний розв’язок диференціального рівняння, 
який задовольняє початковим умовам: 
12. ݕᇱᇱ + ݕᇱ = 2݁௫; ݕ(0) = 3	; 	ݕᇱ(0) = 2. 
13. Знайти загальний розв’язок системи лінійних однорідних 
диференціальних рівнянь  
൜
ݔᇱ = 10ݔ − 9ݕ
ݕᇱ = 11ݔ − 10ݕ
 
а) методом виключення змінної; 
б) за допомогою характеристичного рівняння. 
  
Збірник тестових завдань з вищої математики. Модуль 2 
183 
Завдання 14.22 
 Знайти загальний розв’язок диференціального рівняння: 




Розв’язати задачу Коші: 
2. ݕᇱ = ௬ାଵ
௫
; ݕ(1) = 0. 








4. ݕᇱ = ݁ଶ௫ − ݁௫ݕ. 
5. ݔݕଶݕᇱ = ݔଶ + ݕଷ. 
6. ቀ ௬
௫మା௬మ
+ 5ቁ݀ݔ − ቀ
௫
௫మା௬మ
− 2ቁ ݀ݕ = 0. 
Знайти частинний розв’язок диференціального рівняння, 
який задовольняє початковим умовам: 
7. ݕᇱᇱᇱ = cos ௫
ଶ
 ݕ(0) = −3	;	ݕᇱ(0) = 0;		ݕᇱᇱ(0) = 0. 
Знайти загальний розв’язок диференціального рівняння: 
8. ݕݕᇱᇱ + (ݕᇱ)ଶ = ݔ. 
9. 1 + (ݕᇱ)ଶ = 2ݕݕᇱᇱ. 
10. а) ݕᇱᇱ − 100ݕ = 0; 
б) ݕᇱᇱ − 15ݕᇱ + 56ݕ = 0; 
в) ݕᇱᇱ + 2ݕᇱ + 5ݕ = 0. 
11. а) 2ݕᇱᇱ + ݕᇱ − ݕ = ݔsinݔ; 
б) ݕᇱᇱ + 2ݕᇱ = 6ݔଶ + 2ݔ + 1; 
в) ݕᇱᇱ + 36ݕ = 4ݔ݁ି௫. 
Знайти частинний розв’язок диференціального рівняння, 
який задовольняє початковим умовам: 
12. ݕᇱᇱ − 3ݕᇱ + 2ݕ = 10݁ି௫; ݕ(0) = 0	; 	ݕᇱ(0) = 1. 
13. Знайти загальний розв’язок системи лінійних однорідних 
диференціальних рівнянь  
൜
ݔᇱ = 3ݔ + ݕ
ݕᇱ = ݔ + 3ݕ
 
а) методом виключення змінної; 
б) за допомогою характеристичного рівняння. 
  
Збірник тестових завдань з вищої математики. Модуль 2 
184 
Завдання 14.23 
 Знайти загальний розв’язок диференціального рівняння: 
1. (ݔݕଶ + ݔ)݀ݔ + (ݕ − ݔଶݕ)݀ݕ = 0. 
Розв’язати задачу Коші: 
2. ݔݕݕᇱ = 1 − ݔଶ; ݕ(1) = 2. 







4. ݕᇱ = ௬
௫
− 1. 
5. ݕᇱ = ௫
௬
∙ ݁ଶ௫ + ݕ. 
6. ݔ݀ݕ + (ݔ + ݕ)݀ݔ = 0. 
Знайти частинний розв’язок диференціального рівняння, 
який задовольняє початковим умовам: 
7. ݕᇱᇱᇱ = ଵ
௫
 ݕ(1) = −3	;	ݕᇱ(1) = 1;		ݕᇱᇱ(1) = 0. 
Знайти загальний розв’язок диференціального рівняння: 







9. ݕݕᇱᇱ = (ݕᇱ)ଶ. 
10. а) ݕᇱᇱ − ݕᇱ − 6ݕ = 0; 
б) ݕᇱᇱ + 9ݕᇱ = 0; 
в) ݕᇱᇱ − 4ݕᇱ + 4ݕ = 0. 
11. а) ݕᇱᇱ + 49ݕ = ݔଷ + 4ݔ; 
б) ݕᇱᇱ + 3ݕᇱ − 4ݕ = 3ݔ݁ିସ௫; 
в) ݕᇱᇱ + 9ݕ = 18cos3ݔ − 12sin3ݔ. 
Знайти частинний розв’язок диференціального рівняння, 
який задовольняє початковим умовам: 
12. ݕᇱᇱ − ݕᇱ = 2(1 − ݔ); ݕ(0) = 1	; 	ݕᇱ(0) = 1. 
13. Знайти загальний розв’язок системи лінійних однорідних 
диференціальних рівнянь  
൜
ݔᇱ = −5ݔ + 2ݕ
ݕᇱ = ݔ − 6ݕ
 
а) методом виключення змінної; 
б) за допомогою характеристичного рівняння. 
  
Збірник тестових завдань з вищої математики. Модуль 2 
185 
Завдання 14.24 
 Знайти загальний розв’язок диференціального рівняння: 
1. 2ݔଶݕݕᇱ + ݕଶ = 2. 
Розв’язати задачу Коші: 
2. 5௫
మି௬݀ݕ − ݔ݀ݔ = 0; ݕ(0) = 0. 
Знайти загальний розв’язок диференціального рівняння: 
3. ݕଶ + ݔଶݕᇱ = ݔݕݕᇱ. 
4. ݕᇱ + 2ݔݕ = ݔ݁ି௫
మ
. 












ቃ ݀ݕ = 0. 
Знайти частинний розв’язок диференціального рівняння, 
який задовольняє початковим умовам: 
7. ݕᇱᇱ = sinଶ2ݔ; 	ݕ(0) = −1	;	ݕᇱ(0) = 0. 
Знайти загальний розв’язок диференціального рівняння: 
8. 2ݔݕᇱݕᇱᇱ = (ݕᇱ)ଶ + 1. 
9. ݕᇱᇱtgݕ − 2(ݕᇱ)ଶ = 0. 
10. а) ݕᇱᇱ − 10ݕᇱ + 21ݕ = 0; 
б) ݕᇱᇱ − 16ݕ = 0; 
в) ݕᇱᇱ + 6ݕᇱ + 13ݕ = 0. 
11. а) ݕᇱᇱ + ݕᇱ − 2ݕ = (2ݔ − 1)݁ି௫; 
б) ݕᇱᇱ + 9ݕ = 9ݔସ + 12ݔଶ − 27; 
в) ݕᇱᇱ − 8ݕᇱ + 16ݕ = cos4ݔ + 2sin4ݔ. 
Знайти частинний розв’язок диференціального рівняння, 
який задовольняє початковим умовам: 
12. ݕᇱᇱ + 2ݕᇱ + ݕ = ݁ି௫; ݕ(0) = 1	; 	ݕᇱ(0) = 2. 
13. Знайти загальний розв’язок системи лінійних однорідних 
диференціальних рівнянь  
൜
ݔᇱ = ݔ + 2ݕ
ݕᇱ = 2ݔ − ݕ
 
а) методом виключення змінної; 
б) за допомогою характеристичного рівняння. 
  
Збірник тестових завдань з вищої математики. Модуль 2 
186 
Завдання 14.25 





Розв’язати задачу Коші: 
2. ݕଶlnݔ݀ݔ − (ݕ − 1)ݔ݀ݕ = 0; ݕ(1) = 1. 
Знайти загальний розв’язок диференціального рівняння: 
3. ݔଷݕᇱ = ݕ(ݕଶ + ݔଶ). 
4. ݕᇱ + ଵିଶ௫
௫మ
ݕ = 1. 
5. ݕᇱ − ݕ + ݕଶcosݔ = 0. 
6. (ݕ − ݕଷ)݀ݔ + (ݔ + 3ݔݕଶ)݀ݕ = 0. 
Знайти частинний розв’язок диференціального рівняння, 
який задовольняє початковим умовам: 
7. ݕᇱᇱ = ଵ
cosమଶ௫
; 	ݕ(0) = −2	;	ݕᇱ(0) = 0. 
Знайти загальний розв’язок диференціального рівняння: 
8. ݕᇱᇱݔlnݔ − ݕᇱ = 0. 
9. ݕᇱᇱ = ݕᇱ(1 + (ݕᇱ)ଶ). 
10. а) ݕᇱᇱ − ݕᇱ − 90ݕ = 0; 
б) ݕᇱᇱ − 4ݕ = 0; 
в) ݕᇱᇱ+2ݕᇱ + 2ݕ = 0. 
11. а) ݕᇱᇱ + ݕ = 14cosݔ + 6sinݔ; 
б) ݕᇱᇱ + ݕᇱ − 2ݕ = 3ݔcos2ݔ; 
в) ݕᇱᇱ + 4ݕᇱ + 29ݕ = 26݁ି௫. 
Знайти частинний розв’язок диференціального рівняння, 
який задовольняє початковим умовам: 
12. ݕᇱᇱ − 14ݕᇱ + 53ݕ = 53ݔଷ − 42ݔଶ + 59ݔ − 14;  
ݕ(0) = 0;	ݕᇱ(0) = 7. 
13. Знайти загальний розв’язок системи лінійних однорідних 
диференціальних рівнянь  
൜
ݔᇱ = 3ݔ − 2ݕ
ݕᇱ = 2ݔ + 8ݕ
 
а) методом виключення змінної; 
б) за допомогою характеристичного рівняння. 
  
Збірник тестових завдань з вищої математики. Модуль 2 
187 
Завдання 14.26 
 Знайти загальний розв’язок диференціального рівняння: 
1. (ݔଶ + 2ݔ + 1)݀ݔ − (ݔଶ − 1)݀ݕ = 0. 
Розв’язати задачу Коші: 
2. ݕᇱ = ݕctgݔ; ݕ ቀగ
ସ
ቁ = 3. 






ቁ ݀ݔ + ቀ1 + ݁
೤
ೣቁ ݀ݕ = 0. 
4. ݕᇱcosݔ + ݕsinݔ = 1. 




6. (2ݕ + ݔݕଶ)݀ݔ + (ݔଶݕ + 2ݔ − 8)݀ݕ = 0. 
Знайти частинний розв’язок диференціального рівняння, 
який задовольняє початковим умовам: 
7. ݕᇱᇱᇱ = ଺
௫య
; 		ݕ(1) = 	0;	ݕᇱ(1) = 5;	ݕᇱᇱ(1) = 1. 
Знайти загальний розв’язок диференціального рівняння: 
8. ݔݕᇱᇱ + ݕᇱ = lnݔ. 
9. 2ݕݕᇱᇱ = (ݕᇱ)ଶ + 1. 
10. а) ݕᇱᇱ − 8ݕᇱ + 12ݕ = 0; 
б) ݕᇱᇱ − 36ݕ = 0; 
в) ݕᇱᇱ + 2ݕᇱ + 5ݕ = 0. 
11. а) ݕᇱᇱ − 6ݕᇱ + 9ݕ = (ݔ − 2)݁ଷ௫; 
б) ݕᇱᇱ − 4ݕᇱ = 3cos4ݔ; 
в) ݕᇱᇱ + 36ݕ = 36 + 66ݔ − 36ݔଷ. 
Знайти частинний розв’язок диференціального рівняння, 
який задовольняє початковим умовам: 
12. ݕᇱᇱ + 4ݕᇱ − 12ݕ = 8sin2ݔ; ݕ(0) = 0	; 	ݕᇱ(0) = 0. 
13. Знайти загальний розв’язок системи лінійних однорідних 
диференціальних рівнянь  
൜
ݔᇱ = 3ݔ + 4ݕ
ݕᇱ = 4ݔ − 3ݕ
 
а) методом виключення змінної; 
б) за допомогою характеристичного рівняння. 
  
Збірник тестових завдань з вищої математики. Модуль 2 
188 
Завдання 14.27 
 Знайти загальний розв’язок диференціального рівняння: 
1. ݔ݀ݕ − ൫1 − √ݔ൯
ଷ
݀ݔ = 0. 
Розв’язати задачу Коші: 
2. (ݔ + ݔݕଶ)݀ݔ + (ݕ + ݕݔଶ)݀ݕ = 0; ݕ(0) = 0. 
Знайти загальний розв’язок диференціального рівняння: 







5. ݕᇱݔ + ݕ = −ݔݕଶ. 
6. (ݕ + 5cosݔ)݀ݔ + (ݔ − ݁ଷ௬)݀ݕ = 0. 
Знайти частинний розв’язок диференціального рівняння, 
який задовольняє початковим умовам: 
7. ݕᇱᇱ = ݔ + sinݔ; 		ݕ(0) = 	−3;	ݕᇱ(0) = 0. 
Знайти загальний розв’язок диференціального рівняння: 




9. ݕᇱᇱ = ଵ
௬య
. 
10. а) ݕᇱᇱ + ݕᇱ − 2ݕ = 0; 
б) ݕᇱᇱ+7ݕᇱ = 0; 
в) ݕᇱᇱ − 2ݕᇱ + 2ݕ = 0. 
11. а) ݕᇱᇱ − 16ݕ = −3݁ସ௫; 
б) 5ݕᇱᇱ − 6ݕᇱ + ݕ = cosݔ − sinݔ; 
в) ݕᇱᇱ + 2ݕᇱ + 37ݕ = 37ݔଶ − 33ݔ + 74. 
Знайти частинний розв’язок диференціального рівняння, 
який задовольняє початковим умовам: 
12. ݕᇱᇱ − 5ݕᇱ + 6ݕ = (12ݔ − 7)݁ି௫; ݕ(0) = 0	; 	ݕᇱ(0) = 0. 
13. Знайти загальний розв’язок системи лінійних однорідних 
диференціальних рівнянь  
൜
ݔᇱ = −ݔ + 8ݕ
ݕᇱ = ݔ + ݕ
 
а) методом виключення змінної; 
б) за допомогою характеристичного рівняння. 
  
Збірник тестових завдань з вищої математики. Модуль 2 
189 
Завдання 14.28 
 Знайти загальний розв’язок диференціального рівняння: 
1. (ݔݕଶ + ݕଶ)݀ݔ − ݔ݀ݕ = 0. 
Розв’язати задачу Коші: 
2. (1 + ݁௫)ݕݕᇱ = ݁௫; ݕ(0) = 0. 
Знайти загальний розв’язок диференціального рівняння: 
3. ݕ݀ݔ − ቀݔ + ඥݔଶ + ݕଶቁ݀ݕ = 0. 
4. ݕᇱlnݔ − ௬
௫
= 1− lnݔ. 
5. ݔݕᇱ + ݕ = −ݔݕଶ. 
6. (3ݔଶ + 6ݕ)݀ݔ + (6ݔ − ଼݁௬ + 4)݀ݕ = 0. 
Знайти частинний розв’язок диференціального рівняння, 
який задовольняє початковим умовам: 
7. ݕᇱᇱ = 2sinଶݔcosݔ; 		ݕ(0) = ଵ
ଽ
	 ; 	ݕᇱ(0) = 1. 
Знайти загальний розв’язок диференціального рівняння: 
8. ݕᇱᇱݔlnݔ = ݕᇱ. 
9. ݕᇱᇱ + 2ݕ(ݕᇱ)ଷ = 0. 
10. а) ݕᇱᇱ + 12ݕᇱ + 35ݕ = 0; 
б) ݕᇱᇱ + 4ݕ = 0; 
в) ݕᇱᇱ − 6ݕᇱ + 13ݕ = 0. 
11. а) ݕᇱᇱ−4ݕᇱ + 4ݕ = ݔଶ − 4; 
б) ݕᇱᇱ + 3ݕᇱ − 4ݕ = ݔଶsin2ݔ; 
в) ݕᇱᇱ − 4ݕ = 8݁ଶ௫ . 
Знайти частинний розв’язок диференціального рівняння, 
який задовольняє початковим умовам: 
12. ݕᇱᇱ + ݕ = cosݔ; ݕ(0) = 0	;	ݕᇱ(0) = 2. 
13. Знайти загальний розв’язок системи лінійних однорідних 
диференціальних рівнянь  
൜
ݔᇱ = 4ݔ + 2ݕ
ݕᇱ = 4ݔ + 6ݕ
 
а) методом виключення змінної; 
б) за допомогою характеристичного рівняння. 
  
Збірник тестових завдань з вищої математики. Модуль 2 
190 
Завдання 14.29 
 Знайти загальний розв’язок диференціального рівняння: 
1. ݕᇱtgݔ − ݕ = 5. 
Розв’язати задачу Коші: 
2. sinݕcosݔ݀ݕ = cosݕsinݔ݀ݔ; ݕ(0) = గ
ସ
. 
Знайти загальний розв’язок диференціального рівняння: 
3. ݕᇱ = ଶ௫௬
௫మି௬మ
. 
4. ݔݕᇱ + ݕ − ݁௫ = 0. 




6. (5ݔସ + ݔݕଶ − 8)݀ݔ + (ݔଶݕ − sinݕ)݀ݕ = 0. 
Знайти частинний розв’язок диференціального рівняння, 
який задовольняє початковим умовам: 
7. ݕᇱᇱ = arctgݔ; ݕ(0) = 1	; 	ݕᇱ(0) = 0. 
Знайти загальний розв’язок диференціального рівняння: 
8. ݕᇱᇱ + ݕᇱ = sinݔ. 
9. ݕݕᇱᇱ − 2(ݕᇱ)ଶ = 0. 
10. а) ݕᇱᇱ − 6ݕᇱ − 16ݕ = 0; 
б) ݕᇱᇱ − 12ݕᇱ = 0; 
в) ݕᇱᇱ + 81ݕ = 0. 
11. а) 2ݕᇱᇱ + ݕᇱ − ݕ = (ݔଶ − 5)݁ି௫; 
б) ݕᇱᇱ − 4ݕᇱ + 4ݕ = sin2ݔ; 
в) ݕᇱᇱ + 2ݕᇱ + 2ݕ = 2ݔଶ + 8ݔ + 6. 
Знайти частинний розв’язок диференціального рівняння, 
який задовольняє початковим умовам: 
12. ݕᇱᇱ + 4ݕᇱ = ݁ିଶ௫; ݕ(0) = 0	; 	ݕᇱ(0) = 0. 
13. Знайти загальний розв’язок системи лінійних однорідних 
диференціальних рівнянь  
൜
ݔᇱ = ݔ + 4ݕ
ݕᇱ = 2ݔ + 3ݕ
 
а) методом виключення змінної; 
б) за допомогою характеристичного рівняння. 
  
Збірник тестових завдань з вищої математики. Модуль 2 
191 
Завдання 14.30 
 Знайти загальний розв’язок диференціального рівняння: 
1. ඥ1 − ݕଶ݀ݔ + ݕ√1 − ݔଶ݀ݕ = 0. 
Розв’язати задачу Коші: 
2. ݕᇱsinݔ = ݕlnݕ; ݕ ቀగ
ଶ
ቁ = ݁. 
Знайти загальний розв’язок диференціального рівняння: 
3. (3ݕଶ + 3ݔݕ + ݔଶ)݀ݔ = (ݔଶ + 2ݔݕ)݀ݕ. 
4. ݔݕᇱ + ݕ − ݁௫ = 0. 
5. ݕᇱ = −ݔඥݕ3 + 3ݕ. 
6. (7ݔ + 5ݔସ − 3ݕ)݀ݔ − (3ݔ + 6ݕ − 3ݕଶ)݀ݕ = 0. 
Знайти частинний розв’язок диференціального рівняння, 
який задовольняє початковим умовам: 








	 ; 	ݕᇱ ቀ
గ
ସ
ቁ = 1. 
Знайти загальний розв’язок диференціального рівняння: 
8. ݕᇱᇱ − ௬
ᇲ
௫ିଵ
= ݔ(ݔ − 1). 
9. ݕݕᇱᇱ − (ݕᇱ)ଶ = 0. 
10. а) ݕᇱᇱ − 7ݕᇱ + 12ݕ = 0; 
б) ݕᇱᇱ + 6ݕᇱ + 9ݕ = 0; 
в) ݕᇱᇱ + 25ݕ = 0. 
11. а) 5ݕᇱᇱ + 9ݕᇱ − 2ݕ = ݔଷ − 2ݔ; 
б) ݕᇱᇱ − 4ݕᇱ + 5ݕ = −2ݔ݁௫; 
в) ݕᇱᇱ − 16ݕ = cosݔ − 4sinݔ. 
Знайти частинний розв’язок диференціального рівняння, 
який задовольняє початковим умовам: 
12. ݕᇱᇱ + 8ݕᇱ + 16ݕ = 16ݔଶ − 16ݔ + 66;  
ݕ(0) = 3;	ݕᇱ(0) = 0. 
13. Знайти загальний розв’язок системи лінійних однорідних 
диференціальних рівнянь  
൜
ݔᇱ = 5ݔ + 8ݕ
ݕᇱ = 3ݔ + 3ݕ
 
а) методом виключення змінної; 
б) за допомогою характеристичного рівняння. 
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